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Presentation 


Ce document presente l’enseignement de « Mecanique du point et du systeme de points 
materiels », dispense pendant quelques annees par les auteurs a la Faculte des Sciences de 
Rabat. Certes, les ouvrages de qualite consacres a cette meme partie de la physique classique 
sont nombreux et chacun d’eux comporte generalement son originalite qui traduit la signature 
de ses auteurs. C’est justement ce cachet, fruit d’une experience pedagogique qui fait que 
nous avons privilegie dans le developpement du document tel aspect sur tel autre tout en 
restant a l’interieur des contours des programmes de mecanique classique generalement 
enseignes. C’est done pour faire partager ces ‘’petits errements” aux etudiants, aux collegues, 
et autres concernes que nous avons ete encourages a publier ce cours. Les lecteurs 
remarqueront que le present document a insiste de maniere particuliere sur quelques aspects 
mathematiques ou physiques a travers lesquels on peut decouvrir quelques fondements de la 
mecanique du point et du systeme de points materiels. On peut citer notamment le probleme 
du reperage, le triedre de Frenet , la notion de referentiel, le pendule de Foucault et autres 
applications liees a la dynamique terrestre, les collisions elastiques et inelastiques, les 
oscillateurs harmoniques, le probleme a deux corps etc... Ce document n’est surement pas 
exempt d’ imperfections ou de ‘’coquilles” qui ont pu echapper a notre attention ; les lecteurs 
nous en excuseront volontiers et toutes leurs remarques seront les bienvenues. 

Les auteurs 



Chapitre I 


I- Reperage d'un point materiel. Systemes de coordonnees, surfaces et 
courbes coordonnees. 


L'espace physique est decrit par un espace euclidien (dimension 3) ou sont definis 
les angles et les distances. La position de tout point materiel M dans cet espace est definie 
par rapport a un (ou plusieurs) objet(s) appele(s) repere. Pour caracteriser cette position c'est 
a dire pour reperer le point M, il suffit en general de determiner 3 parametres reels q^, 

ou coordonnees du point. A cet effet on definit un systeme de coordonnees coherent qui 
peut engendrer un espace dans lequel on associe a tout point M trois nombres q^, q^,q^ de 

maniere unique. 

1- Systemes de coordonnees 
a- Coordonnees cartesiennes 

Soit un point origine O et un systeme d'axes (Oxyz) sur lesquels on considere 
trois vecteurs unitaires e 1 ,e 2/ e 3 supposes constituer une base orthonormee directe. Tout 
point M de l'espace peut etre caracterise par ses coordonnees cartesiennes q^ = x, q 2 = y, q^ = 

z qui sont les projections de OM sur les axes Ox , Oy et Oz respectivement (figure 1.1) , 
c'est-a-dire : 


OM = x e i + y e 2 + z e 3 


x = Ony est l'abscisse du point M, y = Om 2 l'ordonnee et z = Om 3 la cote avec x,y,ze]- 

oo ; + oo [. 




y 


Fig. 1.1 

b- Coordonnees cylindriques 


En coordonnees cylindriques tout point M peut etre caracterise de maniere 
egalement unique par la connaissance des trois parametres r,cp ,z : 


q = r = |Om| > 0 (rayon vecteur) |Om| 
q = cp = (Ox, OM ) e [0,2 tt:[ (angle polaire) 

q 3 = z = Om e ] -go,+oo [ (cote) 

Les points m et m' sont les projections orthogonales de M respectivement sur le plan polaire 
( Ox , Oy ) et sur l'axe Oz (voir Figl.2). 



Fig. 1.2 



c- Coordonnees spheriques 


En coordonnees spheriques tout point M de l'espace (figure 1.3) peut etre 
caracterise de maniere egalement unique par la connaissance des trois parametres (ou 
coordonnees spheriques), p,0,(p definis par : 


q = p = | OM | e [0,+co [ (rayon vecteur) 
q 2 = 0 = ( Oz , OM ) e [0,ti] (colatitude ) 
q = cp = ( O x , Om ) e [0,2n [ (longitude) 



Remarque : 

Si (q 1 ,q 2 ,q 3 ) est un systeme de coordonnees coherent, alors q 1 ,q 2 ,q 3 peuvent etre 

exprimees en fonctions des coordonnees d'un autre systeme. Ainsi nous pouvons avoir en 
fonction des coordonnees cartesiennes par exemple : 

q x = q i ( X /V,z) ; q 2 = q 2 (x,y,z) ; q 3 - q 3 (x,y,z) 


et inversement 



dans les cas particuliers ou nous prenons comme les coordonnees r,(p,z nous aurons 

des relations qui existent entre les deux systemes de coordonnees cartesiennes et 
cylindriques : 

x = r cos (p 
y = r sin (p 
z = z 

et inversement : 

r = y/x 2 + y 2 

y y 

(p = Arctg x ou n + Arctg (selon les signes respectifs de x et de y) 


z = z 

De la meme maniere nous avons entre les coordonnees spheriques et cartesiennes les 
relations : 

x = p sin 9 cos (p 
y = p sin 0 sin (p 
z = p cos 0 

et inversement : 

p = y/x 2 + y 2 + z 2 

y/x 2 + y 2 _ y/x 2 + y 2 

0 = Arctg ^ ou n + Arctg (selon le signe de z) 

y y 

(p = Arctg ou n + Arctg (selon les signes respectifs de x et y) 

Enfin entre les coordonnees spheriques et cylindriques nous avons : 

r = p sin 0 
(p = (P 

z = p cos 0 


et inversement : 



p = y/r 2 + z 2 

9 = Arctg ^ ou n + Arctg ^ (selon le signe de z) 

(P = (p 

II- Surfaces coordonnees. Courbes coordonnees 
1- Definitions 
a- Surface coordonnee 

Soit (q^q^q^) un systeme de coordonnees, on appelle "surface coordonnee" 
l'ensemble des points ou l'une des coordonnees q. est constante. On l'appelle egalement 
surface " iso q. 

i 

b- Courbe coordonnee 

L'intersection de deux surfaces coordonnees quelconques est une courbe ou seule 
la troisieme coordonnee varie; on appelle cette courbe une courbe coordonnee "q. variable". 

Ainsi l'intersection des surfaces " iso q„ " et " iso q„ " est la courbe coordonnee "q„ 

M 1 m 2 A3 

variable". 

Remarques : 

“&C 

Dans un systeme de coordonnees (q^q^q^) quelconque tout point M(q |/ q 2 ,q^) est a 
l'intersection des trois surfaces coordonnees " iso q. " i = 1,2,3 comme il est egalement a 
l'intersection des trois courbes q variable associes a i = 1,2,3. 

i 

On dit que les courbes coordonnees sont orthogonales au point M(q i ,q 2 ,q 3 ) si les tangentes 
en M aux trois courbes "q. variable" pour i = 1,2,3 sont perpendiculaires deux a deux (voir 
figure II.l). 



Fig. II.l 


2- Application au cas de systemes de coordonnees simples 

II s'agit de determiner les surfaces et les courbes coordonnees que nous avons 
definies precedemment dans les cas des coordonnees cartesiennes, cylindriques et 
spheriques successivement. 


a- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cartesiennes. 


Soit un point M(x,y,z) defini par ses coordonnees cartesiennes; la surface x = x\ = 
cte (" iso x ") est le plan ( 7 iq) parallele au plan (Oy,Oz) passant par le point d'abscisse x\ 
sur l'axe Ox. De meme la surface y = yi = cte (" iso y ") est le plan (712) parallele au plan 
(Ox,Oz) et passant par le point B| d'ordonnee y\ sur l'axe Oy. Enfin la surface z = zj = cte (" 
iso z ") est le plan (7x3) parallele au plan (Ox,Oy) et passant par le point C3 de l'axe Oz et de 
cote zi (figure II. 2 ). 




La courbe "x variable"est l'intersection des plans (712) et (713), par consequent c'est 
la droite X'X . La courbe "y variable" est l'intersection de (713) et (71:3) c'est done la droite Y'Y et 
la courbe "z variable" est l'intersection des plans (tx j ) et (712), soit done la droite ZZ. La figure 
II. 3 presente ces courbes coordonnees au point M. 


Z 



b- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cylindriques 

Soit M(r,(p,z) defini par ses coordonnees cylindriques (figure II. 4 ); la surface r = r-j 
= cte (" iso r ") est le cylindre (C) d'axe Oz et de rayon r = r^ = | OM | . La surface cp = cp^ = cte 
(" iso (p ") est le demi-plan (P) : (Oz ,Om). Enfin la surface z = z-y = cte (" iso z ") est le plan 
(P 1 ) parallele au plan (Ox,Oy) et contenant le point M de cote z = Z |. 



z 



Fig. II.4 


Pour les courbes coordonnees, celle qui correspond a "r variable" est 1' intersection de 11 iso (p " 
et 11 iso z done e'est la demi droite O'M. La courbe coordonnee "(p variable" est 
l'intersection de " iso r " et de " iso z " e'esu par consequent le cercle de centre O' et de rayon 
O'M. Enfin la courbe coordonnee "z variable" est l'intersection des surfaces " iso r " et " iso 
(p ", e'est par consequent la droite mM parallele a Oz et passant par M. 

La figure II. 5 represente de maniere simplifiee les courbes coordonnees et le point 
M(r,(p,z) qui se trouve a leur intersection. 



c- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees spheriques 


Soit un point M(p,0,(p) defini par ses coordonnees spheriques (figure II. 6). 



plan 
parallele 



Fig. II. 6 

La surface p = pg = cte (" iso p ") est la sphere de centre O et de rayon OM = pg = cte; la 
surface 0 = 0g = cte (" iso 0 ") est le demi cone de sommet O et de demi angle au sommet 
0 = 0 q. Enfin la surface (p = (pg - cte (" iso (p ") est le demi plan meridien (Oz,Om). 


La courbe coord onnees "p variable" est a l'intersection des surfaces " iso 0 11 (demi 
cone) et " iso (p 11 (demi plan meridien), c'est par consequent (D) la demi-droite OM. La 
courbe coordonnee "q variable" est l'intersection des surfaces " iso p " et " iso (p " c'est-a-dire a 
l'intersection de la sphere et du demi-plan meridien, c'est par consequent le demi-cercle (C) 
est appele demi cercle meridien. Enfin la courbe coordonnee "(p variable" est a l'intersection 
des surfaces " iso p " '(sphere) et " iso 0 " (demi cone), c'est done le "cercle parallele" (C 1 ) qui 
est parallele au plan (Ox,Oy) de centre m' et de rayon m'M. 

La figure II.7 represente les courbes coordonnees au voisinage du point M(p,0,cp). 



Fig. II. 7 



Ill- Systemes d'axes locaux ("reperes locaux") 


1- Position du probleme 

Soit A(M) un champ de vecteurs defini en un point M de l'espace ; en general ce 
point M est un point mobile qui decrit une trajectoire. A chaque instant on peut associer au 
point mobile M un systeme d'axes dont la direction varie d'un instant a l'autre avec le point. 
Ce systeme d'axes est appele systeme d'axes locaux ou "repere local". Le champ de vecteurs 
A(M) pourra alors se decomposer a chaque instant sur les axes locaux. 

A titre d'exemple un point materiel M en mouvement possede a chaque instant 
une vitesse v(M) (champ de vecteurs) ; cette vitesse peut s'ecrire comme la resultante de ses 
composantes selon un systeme d'axes dont l'origine est placee en ce point M (ou en un point 
quelconque) et les directions dependent de la position du point. 

II s'agit done de preciser ces directions ainsi que les autres caracteristiques du 
"repere local" dans le cas d'un systeme de coordonnees quelconques (q^q^q^), puis dans les 

cas particulier de systemes de coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques. 

2- Determination du "repere local" dans le cas general 
a- Direction et sens des axes locaux 

Soit un systeme de coordonnees (q^^^) et un point M(q |/ q 2 ,q^); ce point est a 
l'intersection des trois courbes coordonnees "q. variables" (figure III.l). 



Fig. III.l 



Considerons un deplacement infinitesimal ( dM ) q sur la courbe coord onnee q variable et 

i 1 

supposons que (dM ) q soit suffisamment petit pour qu'il soit confondu avec la tangente a la 
courbe en M^q^) 


Nous pouvons ecrire : 

(dM) q - (MMj ) 

1 

avec M(q i ,q 2 ,q 3 ) et M ] (q^dq^q^q^) deux points sur cette tangente (figure III.2) ; l'element 

differentiel (dM ) q s'ecrit alors : 

1 

( dM ) q =— dq 

i dq, 1 


ainsi 


(dM)q, _ dM 
dq, dq, 


est un vecteur tangent en M a la courbe coord onnee "q^ variable". 



Fig. III. 2 

En considerant successivement deux autres deplacements infinitesimaux (dM) q 

2 

— > — » — > 

= (MM, ) et (dM ) q = (MM, ) respectivement sur les courbes coordonnees "q variable" et "q 

3 2 3 

variable", nous deduisons de la meme maniere que precedemment, que les vecteurs : 



( dM )q 2 = dM 

dq 2 dq 2 


et 


(dM) 


dq : 


q 3 <3M 

5q 3 


sont tangents en M a ces deux courbes coord onnees (figure III. 3). 

5M <9M GM 

L'ensemble des trois vecteurs , , qui dependent de la position du point 

dq i dq 2 dq 3 

M(q 1 ,q 2/ q 3 ) definit un systeme d'axes locaux ou "repere local" associe au systeme de 
coord onnees (q^/q^q^- Le caractere "local" de ces axes vient du fait qu'ils dependent 
justement de la position du point M(q |/ q 2 ,q^) a chaque instant. 



variable 


Remarques : 

, — "■ 

Tout champ de vecteurs A(M)peut s'ecrire comme la somme de trois composantes qui 
sont les projections de A(M) sur les axes locaux; ainsi nous pouvons ecrire : 

A(M) = Aq^+ ^q 2 + ^q 3 



dM 


avec A Q la projection de A(M) sur la direction , c'est-a-dire sur la tangente en M a la 

4 1 Sq, 

courbe coordonnee "q variable". 

N 


Si nous considerons un deplacement infinitesimal quelconque dMde Mjq^q^q^) nous 
pouvons done ecrire egalement : 

dM = (dM) + (dM) + (dM) 

^1 %. % 

dM 

avec (d M ) = dq. projection de d M sur la tangente en M a la courbe coordonnee 

q i dq ; 1 

"q. variable". 


L'origine d'un systeme d'axes locaux peut etre placee en un point quelconque de l'espace 
une fois que leur direction a ete determinee a chaque instant. 

b- Vecteurs unitaires de base du systeme d'axes locaux 

dM dM oM 

Nous avons defini trois vecteurs independants , , qui caracterisent les 

dq i dq 2 dq 3 

directions du systeme d'axes locaux. Nous pouvons leur associer des vecteurs unitaires de 

meme sens et meme direction en les normalisant. Ainsi, les vecteurs unitaires sur e n sur la 

Mi 

dM . 

direction sont detmis successivement par : 

5qj 


dM 


dM 


dM 


e v 


dM 

e q 2 " 

dM 

e v 

dM 

dq! 


dq 2 


dq 3 


( e q^, e q ^, e q^) est une base de vecteurs unitaires du "repere local" 


Remarques : 



i? <3M 

Si les courbes coordonnees sont orthogonales, c'est-a-dire si au point M les directions , 

Sq, 

dM CM 

, sont perpendiculaires deux a deux, alors la base ( e q , e q , e q ) est orthonormee. 

0q 2 dq 3 1 2 2 

Nous avons alors : 


: q . | = 1 et e q .. e q . = 0 pour i + j 


Si, en plus nous avons : 

e q a A e q 2 = e q 3 

e q 2 A e q 3 = e q i 

e q 3 A e q a = e q 2 

la base ( e q ^, e q ^ , e q ^) est alors directe. 

La base du systeme d'axes locaux etant definie, nous pouvons ecrire tout champ de 
vecteur A(M) sous la forme : 

A(M) = Aq^ e q^ + Aq^ e q 2 + Aq^ e q^ 

avec A q ^ = A q e q ^ et A q ^ representant la valeur algebrique de la projection de A(M) sur la 

direction de e q , c'est-a-dire : 
n 

A(M)=(A(M).eq 1 ) eq a + (A(M).eq 2 ) eq^ + (A(M).8q 3 ) Hq 3 


3- Systemes d'axes locaux en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques 
a- "Repere local" en coordonnees cartesiennes (q 2 = x , q 2 = y , q 3 = z) 

Soit un systeme de coordonnees cartesiennes (0,x y z) et i , j , k une base 
orthonormee directe associee a ce systeme. 




V 


Fig. III.4 

Soit M(x,y,z) un point de l'espace tel que : 

OM = x i + y j + zk 

Nous nous proposons de determiner le "repere local" en M en appliquant la demarche suivie 
au § III. 2 precedent. 

Le point M(x,y,z) est a 1' intersection des trois droites X'X, Y'Y, Z'Z qui 
correspondent respectivement aux trois courbes coordonnees " x variable " , 

11 y variable 11 et 11 z variable 11 (figure III.4). 

Considerons sur la courbe " x variable 11 (droite X'X) un deplacement elementaire 
(dM) x ; celui-ci est porte par la tangente en M a la courbe coordonnee "x variable" (c'est-a- 

dire la droite X'X passant par le point M est parallele a Ox). Nous pouvons done ecrire : 

(dM ) x = dx i 

Par ailleurs d'apres ce qui precede (§ III. 2) et en faisant = x nous avons : 



— ON 1 (71V1 — — 

(d M ) x = dx , avec = i si on identifie les deux expressions de (d M ) x . Dans ce cas 

dx dx 

<9M , v i , rr . 

definit directement le premier vecteur unitaire e x du repere local, en effet : 

8M 

e = = _L = i 

x 8M I i I 

dx 

En refaisant de meme sur les autres courbes coordonnees, nous obtenons : 


e y = j et e z = k 


Le repere local en M(x,y,z) est done defini a partir de ses vecteurs de base 
( e x , e y , e z ) qui constituent un triedre orthonorme et direct. 


Remarques : 

“&C — *■ 

Tout champ de vecteur A(M) peut etre decompose a chaque instant selon ses composantes 
sur le "repere local" en coordonnees cartesiennes : 

A(M) = A x e x + A y e y + A z e z 


avec A x = A(M) . e x ; A y = A(M) . e y ; A z = A(M) . e z 

En particulier un deplacement elementaire quelconque du point M dans l'espace s'ecrit : 
d M = (d M ) x + (d M ) y + (d M ) z 

= dx e v + dy e v + dz e e 
x J y z z 

b- Repere local en coordonnees cylindriques (qj = r, q 2 = cp, q3 = z) 

Soit un point M(r,(p,z) defini par ses coordonnees cylindriques. Ce point est a 
l'intersection des trois courbes coordonnees"r variable","(p variable" et "z variable", (figure 
III.5) 



z 



La courbe 11 r variable 11 est la demi-droite M'M . Considerons le vecteur unitaire 
e r sur cette direction et oriente dans le sens croissant de r c'est-a-dire dans le sens croissant 

de l'axe M'M . Un deplacement elementaire de M sur la courbe coordonnee 11 r variable 11 
lorsque r varie de dr s'ecrit : 

(dM ) r = dr e r 


Par ailleurs nous avons : 


(dM ) r = —dr 
dr 


en identifiant les deux expressions precedentes nous obtenons : 


dM _ 
!k~ e ’ 



ce qui permet d'avoir la direction d'un axe du " repere local 11 en l'occurence celle de qui 

dr 

dM 

est celle de e r/ et de definir le vecteur unitaire sur cette direction par _ / c'est-a-dire par 

dM 

dr 

H r . 

Reprenons la meme demarche pour la courbe coordonnee 11 (p variable 11 , c'est-a- 
dire le cercle de centre M' et de rayon M'H = r. Nous definissons sur la tangente en M a ce 
cercle un vecteur unitaire e Q oriente dans le sens croissant de (p (figure III.6). Soit (dM ) (p un 

deplacement elementaire de M sur la courbe coordonnee 11 cp variable ", lorsque (p varie de 
d(p. Supposons que d(p est suffisamment petit pour que ( dM ) (p soit porte par la tangente . 




Enfin sur la courbe coordonnee 11 z variable " qui est la droite mM parallele a oz, 
definissons un vecteur unitaire e z oriente dans le sens croissant de z, c'est-a-dire dans le sens 

— ^ 

croissant de l'axe mM . Soit (dM) z un deplacement elementaire de M sur la courbe 
coordonnee " z variable " lorsque z varie de dz; nous avons alors : 

(dM) z - dz e z 


par ailleurs nous avons : 


. j - , 5M 

P)z= — dz 

dz 


d'ou 


8M _ 

= e 7 

dz 

et la derniere direction du systeme d'axes locaux est done determinee; e'est celle de e z , 

dM 


puisque le vecteur unitaire associe est 


dz _ 


dM 

dz 


Ainsi le "repere local" (systeme d'axes locaux) en coordonnees cylindriques est 
entierement determine. La base de vecteurs unitaires (e r ,e (p/ e z ) que nous avons associee au 

repere local est orthonormee (les courbes coordonnees etant orthogonales en M) et directe. 

Remarques : 

^ — * 

Tout champ de vecteurs A(M) peut s'ecrire a l'aide de ses composantes dans le systeme 
d'axes locaux : 

A( M ) — A r e r + A^ + A z e z 


avec 


A r - A(M) . e r 
A(p — A(M) . e 9 
A z = A(M) . e z 


composante radiale 
composante orthoradiale 
composante axiale 



Un deplacement elementaire quelconque dM s'ecrit alors sous la forme d'une somme de 
ses trois composantes : 

dM = (dM ) r + (dM ) 9 + (dM ) z 
= dr e r + r d(p + dz e z 

c- Repere local en coordonnees spheriques : (qj= p , q2 = 0 / q3 = <p) 

Soit un point M(p,0,(p) defini par ses coordonnees spheriques. Ce point 
est a l'intersection des trois courbes coordonnees " p variable ", 11 9 variable 11 et 11 (p variable 
11 (figure III.7) . 


z 



Fig. III. 7 


La courbe coordonnee p variable est la demi-droite OM ; definissons e p vecteur 

unitaire sur OM oriente dans le sens croissant de p = OM c'est-a-dire de O vers M . Soit un 
deplacement elementaire (dM ) sur cette courbe coordonnee lorsque p varie de dp 


(dM ) p = dp e p 



(dM) p = 


dM 

dp 


dp 


en identifiant les deux expressions, nous deduisons : 


dM _ 

~d^~ ep 

ce qui permet la determination de la direction de 
a la coordonnee p au point M. 


, c'est-a-dire celle de l'axe local associe 

dp 


La courbe coordonnee 11 9 variable 11 est de demi cercle meridien (C) passant par M 
; soit e p le vecteur unitaire porte par la tangente en M au demi cercle (C) et tel que son sens 

— ^ ^ 

correspond au sens croissant de l'angle (Oz,OM ) (figure III. 8). 


z 



Soit (dM)Qun deplacement elementaire sur la courbe (C) lorsque la variable 0 
varie de d9 ; nous avons : 

(dM) 0 = pd0 e 0 


par ailleurs 


(dM)e-^-d0 

50 



d'ou 


5M 

~50 


= P e e 


5M 

La direction du second axe du "repere local" est donnee par celle de > c'est-a- 

50 


dire par la direction de e 0 et le vecteur unitaire associe est defini 


par 


5M 

50 

5M 


P — = e € 
P 


Enfin pour la troisieme direction du "repere local" nous considerons la courbe 
coordonnee " (p variable " qui est le cercle parallele (C 1 ) de centre M'. Soit c (p le vecteur 

unitaire porte par la tangente a (C 1 ) au point M et oriente dans le sens croissant de (p et soit 
(dM ) le vecteur deplacement elementaire du point M sur (C 1 ) lorsque (p varie de d(p (figure 
III.9). 



(dM) = MM, 

- | MM' | d(p e. 



par ailleurs 


= p sin 0 d(p 


, x OIVI 

(dM)^— d<p 


d'ou 


5M . „ - 

— =p S me S 


La direction du troisieme axe local est celle de ' done celle de e m . Le vecteur unitaire 

dep 9 

associe a cette direction est : 


dM 

dtp 

dM 

dtp 


r sin 0 ^ 
r sin 0 9 


= e 


<p 


Ainsi le "repere local" au point M en coordonnees spheriques a pour direction des 
cM dM CM 

axes celles de ' et respectivement, (ces directions etant orthogonales), et a pour 

dp 50 d(p 

base orthonormee et directe, le systeme ( e p , e 6 , e ) tel qu'il a ete defini. 

Remarques : 

Tout champ de vecteurs A(M) peut s'ecrire comme la resultante de ses composantes selon 
les axes locaux : 

A(M) = A p e p + A 0 e e + A^ e 9 


avec 

A p = A(M) . e p composante radiale de A(M) 
A 0 = A(M) . e 0 composante de A(M) 

A^ = A(M) . e 9 composante de A(M) 



Si A(M) = OM nous avons dans ce cas : 


OM = p e p 

avec e p = e p (0,(p) fonction des parametres 0 et (p. 

Un deplacement elementaire dM quelconque s'ecrit dans la base ( e p , e 0 , e ) sous la forme : 
dM = (dM) p + (dM ) e + (dM 

= dp e p + p d0 e 9 + p sin 0 d(p e 

d- Passage d'un repere local a un autre 

Nous prouvons passer de la base en coordonnees cartesiennes (e x ,e y ,e z ) a la 
base en coordonnees cylindriques ( e r , e 9 , e z ) par les relations : 

e r = (e r .e x ) e x + (H r .H y )H y + (e r .H z )d z 
= cos (p e x + sin (p e y 

e = (e .e le + (e .e )e + fe .e )e 

<p V (p x / x V cp y / y V cp y ) y 

= - sin(p e x + cos(p e y 



Ainsi, nous remarquons que nous avons e r = e r ((p)et c (:) = e (cp) . 

De meme, les vecteurs de la base en coordonnees spheriques peuvent s'exprimer 
en fonction des vecteurs de base en coordonnees cartesiennes par les relations : 

e p = (e p -ex)ex+ (e p .e y ) H y + (e p .e z ) H z 
= sin0 cos(p e x + sin0 simp e y + cos 0 e z 


= (e 0 .e x ) H x + (e e .e y ) H y + (e e .e z ) H z 



et 


= cos0 cos(p e x + cos0 sirup e y - sin0 e z 
e = (e . e ) e + fe . e le + fe . e ) e 

(p V cp x / x V (p y / y V cp y ) y 

= sirup e x + cos(p e y 

Nous remarquons dans ce cas que nous avons e p = e p (0,(p) , e e = e 0 (0,(p) 
e (p = e (p (cp). 

Les representations planes sur les figures III.10 et 11 permettent de trouver 
facilement les relations precedentes. 



Fig. III.10 Fig. III.ll 

plan parallele deduit de la Fig.III.5 demi plan meridien deduit de la Fig.III.7 

4- Cas particulier : repere local de Serret Frenet et formules associees. 
a - Presentation 

Soit une courbe orientee representant la trajectoire d'un point materiel M . Dans 
les paragraphes precedents nous avons defini des systemes d'axes locaux qui sont lies a la 
position du point M(q 1 ,q 2 ,q 3 ), l'element trajectoire n'intervenant pas c'est a dire que si le 

point M(q ,q ,q ) est sur la trajectoire (CD ou (C 9 ) par exemple, le repere local en ce point est 

le meme car il est lie a la seule position du point. Le repere local de SERRET FRENET que 
nous allons introduire est d'un type different des autres dans la mesure ou ce systeme d'axes 



locaux depend a la fois de la trajectoire du point materiel et de la position de ce point sur la 
trajectoire et non pas seulement de la position du point dans un repere donne. 



Ainsi si on connait les caracteristiques de la trajectoire on peut alors definir en chaque point 
et de maniere unique un systeme d'axes locaux particulier appele repere de SERRET 
FRENET. Les composantes dans ce repere sont appelees composantes intrinseques. 


b - Elements caracteristiques d'une courbe (trajectoire) 

La connaissance des caracteristiques d'une courbe quelconque (c'est-a-dire qui 
n'est pas forcement plane), telles que les notions de plan osculateur, normale principale, 
binormale, rayon de courbure, rayon de torsion, etc, sont necessaires pour la determination 
du triedre de SERRET FRENET et les relations entre les vecteurs unitaires de ce triedre, aussi 
avons nous developpe en paragraphe annexe toutes ces notions. 


c - Triedre et base de SERRET FRENET 

Soit (C) une courbe trajectoire et M un point de cette courbe. On considere la 
direction MT de la tangente a (C) au point M et sur cette direction un vecteur unitaire 
x oriente dans le sens de parcours de la trajectoire (figure III. 13). 



Fig. III. 13 


Par ailleurs, soit MN la direction de la normale principale a la courbe (C) au point 

— ^ 

M, c'est-a-dire la perpendiculaire a MT qui est contenue dans le plan osculateur a la courbe 
(C) au meme point, on considere alors sur cette normale principale un vecteur unitaire 
n oriente positivement vers le centre de courbure de (C). 

Enfin soit MB la direction de la binormale a la courbe au point M , c'est-a-dire la 

perpendiculaire au plan ( MT , MN ) et on considere un vecteur unitaire b porte par ( MB ) et 
oriente de telle maniere que ( x , n , b ) soit un triedre direct. 

Ainsi le triedre (MT,MN,MB) definit le triedre de SERRET-FRENET et (x,n,b) 
constitue la base orthonormee directe qui lui est associee , c'est-a-dire nous avons : 

x A n = b 
n A b = x 

b A x = n 

d - Formules de SERRET-FRENET 

Soit (x,n,b) la base de SERRET-FRENET et un point M d'abscisse curviligne "s" 
sur la courbe trajectoire (C); le rayon de courbure R(s) et le rayon de torsion T(s) de la courbe 
(C) au point M sont definis (voir annexe A) par les relations : 

dx _ n 
ds R(s) 


( 1 ) 



( 2 ) 


db _ _n_ 

ds T(s) 


A partir de ces relations nous pouvons deduire l'expression de En effet : 

ds 


n =b 
dn _ 
ds 


A x 

T-(bAx) 

ds 


dn 

ds 


A x + b A 


dx 

ds 


compte tenu des relations (1) et (2) nous avons : 


dn 

ds 


n A . 

A x + b A 

T(s) 


n 

R00 


d'ou 


( 3 ) 


dii _ b x 

ds T(s) R(s) 


Les formules (1), (2), (3) sont appelees formules de SERRET-FRENET. 


IV- Caracteristiques fondamentales de la cinematique 

La notion de temps ayant ete introduite precedemment nous presentons les 
notions de trajectoire, de vitesse et d'acceleration. 

1- Trajectoire - Equations parametriques du mouvement 

a - Trajectoire 

Soit un mobile M et O une origine fixe. A chaque instant t la position de M est 

— ^ 

donnee par le vecteur OM(t) . L'ensemble des positions du point M lorsque t varie de 
maniere continue constitue une courbe (C) qui represente la trajectoire du mobile. 



b- Equations parametriques 


Soit un systeme de coordonnees (q^q^q^); la position d'un point materiel M par 
rapport a un repere est donnee par ses coordonnees Mjq^q^q^). Si le point M decrit une 
courbe trajectoire (C), les coordonnees q ^q^q^ sont en general des fonctions d'un parametre 

auxiliaire t qui determine la position de M sur cette trajectoire. Les equations du mouvement 
de M sur la trajectoire (C) sont alors : 

q a = f(t) 
q 2 = g(t) 
q 3 = h(t) 


Exemples : 

Dans le systeme de coordonnees cartesiennes x,y,z un point M qui evolue sur une 
trajectoire circulaire de rayon R dans le plan xOy (voir figure IV.l) a pour equations 
parametriques de mouvement : 

x = R cos cot 

y = R sin cot 


z = 0 



Fig. IV.l 



Dans le systeme de coordonnees cylindriques r,cp,z le meme mouvement du point 
M est decrit par les equations parametriques : 


r = R = cte 


cp(t) — co t 


z = 0 


Remarques : 

En mecanique le parametre t represente souvent le temps; cependant d'autres parametres 
sont egalement utilises dans les equations parametriques. Par ailleurs, toute courbe 
trajectoire associee a un mouvement peut etre representee parametriquement d'une infinite 
de manieres, en substituant au parametre t considere initialement, un autre qui en est deduit 
par une relation quelconque. Ainsi dans l'exemple precedent du systeme de coordonnees 
cartesiennes au lieu de t on peut prendre cp = cot et on aura avec le parametre cp : 

x = R cos cp 

y = R sin cp 


z = 0 


soit) entre les equations parametriques 
les coordonnees des points de la courbe 

trajectoire. Ainsi dans le cas simple precedent 
x = R cos cot 
y = R sin cot 


En eliminant le parametre auxiliaire (quel qu'il 
nous pouvons trouver la ou les relation (s) reliant 


z = 0 


1' elimination de t nous donne : 


x 2 + y2 - r 2 e |- z = o 



qui represente l'equation d'un cercle dans le plan xOy. 

Dans le cas plus general d'une courbe trajectoire gauche, l'elimination du 
parametre t permet de passer des equations parametriques x(t), y(t), z(t) (si on se place dans 
le systeme de coordonnees cartesiennes par exemple) aux courbes exprimees par 
l'intersection de deux surfaces. On obtient alors deux equations reliant x,y,z : 


f a (x,y,z) = 0 

(1) 

gl(x,y,z) - 0 

(2) 


Signalons que ceci n'implique pas que l'intersection des deux surfaces representees par (1) et 
(2) soit exclusive aux seuls points de la courbe (C). D'autres points autres que ceux qui 
constituent (C) peuvent verifier egalement simultanement (1) et (2). Done des conditions 
supplementaires sont necessaires pour que les equations (1) et (2) soient absolument 
equivalentes aux equations parametriques x(t), y(t), z(t). 

2- Vitesse d'un point materiel 

a- Vitesse moyenne 

Soit un point materiel M en mouvement dans un referentiel (R). A l'instant t le 
point est en A et a un instant t' il est en A'. 



La vitesse moyenne du mobile entre t et t' est par definition : 

-» — > 

AA' AA -> -> 

v mov (M) = avec AA = AA' et At = t' - 1 

moyV ' t'-t At 


Cette vitesse moyenne ne depend que du point de depart et du point d'arrivee. Cette 
vitesse moyenne est peu utilisee du fait qu'elle ne rende pas compte de revolution de la 
vitesse entre les instants t et t'. 



b- vitesse instantanee 


La vitesse instantanee d'un mobile M a un instant t, par rapport a un referentiel 
(R) est la limite de la vitesse moyenne precedemment definie, lorsque At = t'-t tend vers 0. 


i • - /~\ /t\ i • AA OA'-OA 

V (M) = lim v mo (M) = lim — — = lim (1) 

7 At At 

At — > 0 At — > 0 At — > 0 

Si O est une origine fixe quelconque, on peut associer a chaque instant au mobile M, le 

— ^ 

vecteur position OM(t) fonction vectorielle de point. Ainsi a l'instant t le mobile est en A et 
— ^ ^ ^ 

nous avons OM(t) = OA et a l'instant t' = t + At le mobile est en A' et nous avons OM(t + At) = 

— ^ 

OA' . D'apres (1) la definition de la vitesse instantanee se ramene done a celle de la derivee 

— ^ 

par rapport au temps de la fonction vectorielle OM(t) . 


v(M) = Iim 0M(1 + A1) ~° M(t) 
At 


lorsque At — > o 


.. AM 

= lim 

At 

At — > 0 


et on note cette vitesse instantanee en utilisant l'ecriture differentielle v(M) = 


dM 

dt 


la vitesse instantanee etant relative au referentiel (R) on adoptera la notation suivante pour 
la suite. 


v(M) / R = 



/r 


Remarques : 

La vitesse instantanee v(M) est tangente a la trajectoire (C) et orientee dans le sens du 
mouvement (figure IV.2). Si x est le vecteur unitaire porte par la tangente a la courbe au 
point M et oriente dans le sens du mouvement du mobile, nous pouvons ecrire : 




La vitesse s'exprime en unite de longueur par unite de temps [L][T -1 ]. 

c. Hodographe du mouvement 

Soit une trajectoire (C) parcourue par un mobile M. En chaque point Aj de la trajectoire 
(figure IV.3) (c'est-a-dire a chaque instant tj) le point M a une vitesse 
V ti (M) - V; . 



Fig. IV.3 



3 


Ai 


Soit un point fixe O pris comme origine des vecteurs equipollents aux vecteurs 

— ^ 

v ; ; c'est-a-dire a partir du point O on trace les vecteurs OB; = v ; (i = 1,2,...). La courbe (C 1 ) 
definie par les extremites Bj est appelee hodographe du mouvement (figure IV.4). 



(C') 


Fig. IV.4 



3- Acceleration d'un point materiel 


L' acceleration par rapport a un referentiel (R) associee a un mobile M traduit la 
variation au cours du temps du vecteur vitesse . En d'autres termes le vecteur vitesse est 
pour l'acceleration ce que le vecteur position est pour le vecteur vitesse. 

On definit done le vecteur acceleration instantanee y(M) du mobile M par rapport 
a un referentiel (R) par la derivee par rapport au temps du vecteur vitesse v(M) : 


y(M) /r= lim 


v(t + At) - v(t) 
At 


At — > 0 


dv(M)^ 

“drJ /R 


a) 


or nous avons : 


_ , dM . 

v(M)/ r _ | — | /R 


d'ou 


, dv(M) 

Y(M )/ R _ | __|/ R : 


r d( dM^ 


dt dt 


/R 


et en utilisant la notation : 


r_df 



"d 2 M^ 

v dt l 

v dt )j 

y R 

[dt 2 J 


/R 


Nous deduisons que l'acceleration instantanee du mobile M peut s'ecrire : 
i d 2 Ml 

y(M) /R =|^ / R 


Remarque : 

“&C 

On montre a partir de l'expression (1) que l'acceleration est toujours orientee vers la 
concavite de la trajectoire (figure IV.5). 




Fig. IV. 5 

•k _ v(t + At) — v(t) 

Par ailleurs soit 1' acceleration y(M) /r = lim - 


At 


At 


et soit O un point fixe a partir duquel on porte les vecteurs OB = v(t) et OB = v(t + At) , B et 

B' sont sur l'hodographe (C 1 ) lorsque At 0 0, B' tend vers B et le vecteur BB = v(t + At) - v(t) 
est alors tangent a l'hodographe (C 1 ). 



V- Composantes de la vitesse dans differents reperes locaux . 


Soit un point materiel M de vitesse instantanee) v(M) /R = I I determinee par 

dt 

rapport a un referentiel (R). II s'agit de determiner les composantes de cette vitesse dans les 
differents reperes locaux que nous avons definis precedemment. II faut faire attention de ne 
pas confondre le systeme d'axes lies au referentiel par rapport auquel on definit la vitesse 
v(M) /r avec le repere local (ou systeme d'axes locaux) en tant que repere geometrique dans 

lequel on peut exprimer les composantes de cette vitesse. 


1- Repere local en coordonnees cartesiennes 


Soit (e x ,e y/ e z ) la base associee au systeme d'axes locaux en coordonnees 
cartesiennes et M(x,y,z) un point materiel. A chaque instant nous avons : 



OM(t) = x(t) e x + y(t) e + z(t) e 


O etant fixe par rapport a ( R ), on a par derivation relativement au temps dans le referentiel 
(R): 


v(M) /R = 


f -> \ 

dOM 


dt 

V J 


dM dx _ dy ^ dz _ 

/r~\ NT /r -e v + — e„ + — e 7 


dt J ' K dt dt y dt 
Les vecteurs e x , e y , e z ne dependent pas du temps. 


2- Repere local en coordonnees cylindriques 

Soit base locale en M(r,(p,z), point caracterise par ses coordonnees 

cylindriques (figure V.l). Nous avons : 

— ^ ^ ^ 

OM(t) = r(t) e r + z(t) e z = Om+ mM 

et par derivation par rapport au temps dans (R) 


^ , , dM | dr ^ . . de r dz _ . , de 7 

V(M)/R= I ~dT /r= dt e ' r(l) ^r + * e * +z(t) 


or e z est fixe par rapport au temps et e r depend de tp, c'est- a-dire e r = e r [cp(t)] 

de r _ de r dtp 
dt d(p dt 


de r 

"dtp" ~ 6(p 
de r dcp 


dt 


dt c <p 


d'ou 



z 



Fig. V.l 


par ailleurs -p- = 0; nous deduisons done l'expression de la vitesse : 


v(M) /r- 



dr ^ .dtp _ dz _ 

r' +r(t) * e * + dC 


Remarque : 

Cette expression de la vitesse peut etre deduite egalement de celle du deplacement 
elementaire dM en coordonnees cylindriques. En effet nous avons vu au paragraphe III-3-b 
que : 


dM = dr e r + rd(p e + dz e z 


,, v (dM| dr^ .dtp _ dz^ 

dou v(M)/ R = — R =-e i+ r(t )lr e, + -e 2 


3- Repere local en coordonnees spheriques 

Soit (e p ,e e ,e ) une base locale en coordonnees spheriques (figure V.2). Nous 
pouvons ecrire dans cette base a chaque instant : 


OM(t) = p(t) e p 


par derivation par rapport au temps dans le referentiel (R) nous obtenons : 




X 


Fig. V.2 

or nous avons vu au paragraphe III.3.C que e p est fonction de 0 et (p, c'est-a-dire que : 
e p = e p [0(t),(p(t)] 

d'ou 

de p _ de p d0 + dtp 
dt 50 dt 5(p 


et en utilisant les relations de passage du paragraphe III-3-d nous pouvons deduire que : 



5(p 


= sin 0 


Lorsque l'on remplace les expressions precedentes dans celle de la vitesse nous obtenons 
done en coordonnees spheriques : 




Remarque : 

Cette expression de la vitesse peut etre egalement deduite de celle du depalacement 
elementaire en coordonnees spheriques (voir III-3-c). En effet 
dM = dp e p + p d 9 e e + p sin 0 d(p e 9 

d'ou 

( dM^I do d0 d© 

v (M)/ k=(— J/ R =— e p +p^ e 8 +psine-^e. 


4- Dans le repere de SERRET-FRENET : 


Soit s(t) l'abscisse curviligne d'un point M(s) sur une courbe trajectoire (C) 
d'origine O et M' est un point voisin de M (figure V.3) ; nous avons alors dM = MM' = ds 
- dM 

x , c est-a-dire : x = 

ds 


la vitesse du point M est 



v(M) /r - 



dM ds 
ds c ^ 


d'ou l'expression de la vitesse dans le repere de SERRET-FRENET: 



VI- Composantes de l'acceleration dans differents reperes locaux . 


y(M) /R - 


La meme demarche utilisee pour la vitesse va etre reprise pour l'acceleration 
dv(M) 


dt 


d'un point M , determinee par rapport a un referentiel (R). II s'agit 


done de determiner les composantes de cette acceleration dans les differents reperes locaux. 
1- Repere local en coordonnees cartesiennes 

Dans la base (e x ,e y ,e z ) l'expression de l'acceleration y(M) /R s'ecrit : 


Y(M) /r - 


dt 


dt 


dv(M)^j d 2 x _ d 2 y _ d 2 z 

D e * + ~77i e y + LTD e z 


dt" 


dL 


les vecteurs e x ,e ,e z etant fixes dans le temps. 


2- Dans le repere local en coordonnees cylindriques 


d'ou 


Nous avons vu dans le paragraphe V-2 que : 
_ f dM ^ dr _ . . d© _ dz _ 


y(M) /r - 


dv(M) 

dt 


d . dr _ . d . . . d(p ^ . d . dz . 
— ( — e r ) + — (r(t) — e_)+ — ( — < 
dt dt dt dt dt dt 


( 1 ) 


en explicitant le l er terme de repression precedente nous avons : 



d'ou 


de r _ de r d(p _ d(p _ 
dt d(p dt dt 9 


d . dr _ . d 2 r _ dr dm _ 

-^-(-^7 e r) = TT e r + 77“i7 e <P 

dt dt dt ‘ dt dt 

de meme, en explicitant le 2^ me terme de l'expression (1) nous avons 


d(p 


dr d(p 


-(r(t)^e_)=--f e.+r 


dt 


dt 


dt dt 


d 2 cp 

d^ 


e m + r — 


d(p de,! 


dt dt 


or nous avons : 


d'ou 


de<p _ de^, dtp _ _ dtp 

dt dtp dt r dt 


d(p 


dr d(p d~(p 


— ( r(t) — e ) = [— +r 
dt dt 9 dt dt 


i d(p , _ 

]e<p- r — e 


Enfin, le 3^ me terme de l'expression (1) donne : 


d .dz^ , d"z. 

"TT ( i ) 9 ' 

dt dt dt 


de 2 

dt 


-0 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


En rcmplacant (2), (3), (4) dans (1) nous obtenons l'expression de l'acceleration y(M) /R dans 
la base du repere local en coordonnees cylindriques : 


Y(M) /r 


dv(M) ^| 

dt J 


d-r 




dt 


d(p 


dt 


rr> dr d(p d 2 (p,^ d 2 z^ 

le + [2 — + r — — le + e 

dt dt dr dt 2 


3- Dans le repere local en coordonnees spheriques 



Dans ce repere nous avons vu l'expression de la vitesse : 


et par derivation 


v(M) /r - 


dM 

dt 


/R dt e r 


de 

dt 


dcp 

e e + P sin0 dt e q 


Y(M) /r 


dv(M) 3 

dt J 


d_ 

dt 


dp d d0 

(-V>VP dt 


dt 


d dcp 

e e)+-(p sin 8-^ 


( 5 ) 


en explicitant le l er terme nous avons : 


dt dt p dt 2 P dt dt 


d 2 p^ dp 3e p de dp Se p dcp 

dt 2 P dt dd dt dt Dcp dt 

0e D 3e D 

car e n = e n (e,cp) et de = — -d6 + — —dcp 

p p p ae Dcp 

or d'apres l'expression de e p donnee au § III-3-d, nous deduisons : 


agp 

ae 


e e 


et 


adp 

acp 


= sin e 


d'ou 


d_ dp 
dt ^ dt p) 


dV 

dt 2 ' 


dp de _ dp dcp 


+ — — e 0 + 

dt dt 


dt dt 


sin 6 e„ 


de meme en explicitant le 2^ me terme de (5) nous avons : 


d_ 

dt 


de 


(p dt 5 « )= 


dp de . 
dt dt 


d 2 e_ 

» p T^ e e 

dt 


de de e 
dt dt 


or d'apres l'expression de e 6 donnee au § III-3-d, nous deduisons : 
de 0 _ ae e de de e dcp 

dt ae dt acp dt 



d'ou 


d0_ _ dcp^ 

= e + cos 0 — e 

dt p dt 9 


d 

dt 


d0 


(p dt 


- P 



d 2 0 dpd0..^ 

— — + e fl 

dt" dt dt 


+ p cos 0 — — — e 9 


dcp d0. 
dt dt 


enfin en explicitant le 3® me terme de (5) nous avons : 


d . .dcp dp . dcp ^ . dcp d0 _ . _ d 2 (p _ 

^(Psm0^e 9 )=^ sm0 — e 9 +pcos0 — — e 9 +psin0-e/ p sm 


dcp de^, 
dt dt 


or nous avons d'apres l'expression de c (p donnee au § III-3-d : 


_ d e< P dcp 
dt dcp dt 

de 

et — L = - sin 0 e n - cos 0 e, 

dcp p 


en remplacant dans (5) les trois termes par leurs expressions respectives detaillees nous 
obtenons finalement : 


dv(M) ^| 

dt J 


d^p 

dt 2 


d0 


dt 


- p — - p sin 0 — 


dcp 


dt 


d 2 0 dp d0 f dcp 

+{p — — +2 — p sm0 cos 0 — 

’■ l dt 


dt" dt dt 
+ { p sin0 


dV 


dt" 


dp dcp 
dt dt 


dcp d0 


+ 2 sin0 — — + 2p cos 0 — — }e 
dt dt 9 


Y(M) /r - 


4. Dans le repere de SERRET FRENET 



Nous avons vu precedemment l'expression de la vitesse, dans ce repere: 


v(M) /r = 



ds ^ 

= X = V X 

dt 


par derivation nous avons : 


Y(M) /r 


dv(M)3 _ d 2 s^ + ds dr 

dt J /R dt 2 dt dt 


or nous avons, en tenant compte des formules de FRENET (voir § 1, 2, 3) 

dx _ dx ds _ n ds 
dt ds dt R(s) dt 


avec R(s) le rayon de courbure. Et en remplacant dans l'expression de l'acceleration nous 
obtenons finalement : 


Y(M) /r 


ds 

dt" 


-x + 



R(s) 


= YO + Yn 5 


( 6 ) 


Remarques : 

La composante tangentielle de l'acceleration est : 

dv d 2 s 
= dt "dt 2 

elle donne des indications sur la maniere dont le point materiel est accelere sur la trajectoire, 
tandis que la composante normale de l'acceleration (portee par la normale principale) 

v 2 W 2 1 
Yn_ R(s) “UtJ R( s ) 

permet de determiner la courbure de la trajectoire au point considere , y n est d'autant plus 
grande que le rayon de courbure est petit. 

On remarque d'apres l'expression y(M) /R = y t x + y n n que l'acceleration est toujours 
contenue dans le plan osculateur de la trajectoire au point considere. 



VII- Exemples de mouvements particuliers simples. 


1- Mouvement rectiligne 
a- Definition 


Un point materiel M est anime d'un mouvement rectiligne si sa trajectoire est une 


droite et si les vecteurs position OM (O point fixe sur cette droite), vitesse v(M) = 


dOM 

dt 


et 


acceleration y(M) = 


d 2 OM 
dt 2 


sont colineaires et portes par cette droite. 


b- Mouvement rectiligne uniforme 

Un mouvement est rectiligne et uniforme s'il repond a la definition (a) et si en 
plus, le module de la vitesse est constant, c'est-a-dire | v(M) | = cte ; ainsi pour un tel 

mouvement nous avons v(M) = etc . 


Remarques : 

Si M decrit un mouvement rectiligne uniforme et i un vecteur unitaire sur la droite 
trajectoire, nous avons : 


v(M) = v i 


Y(M) 


dv(MU dvr di 

= — 1 + v — 

dt ) dt dt 


dv di 

avec ^ = 0 (mouvement uniforme) et — 


= 0 (mouvement rectiligne). Par consequent, pour 


un mouvement rectiligne uniforme nous avons a tout instant : 


y(M) = 0 


Un mouvement sur une trajectoire quelconque (pas necessairement rectiligne) est 
uniforme si le module de la vitesse est constant sur cette trajectoire. 



c- Mouvement rectiligne uniformement varie 


Un mouvement est rectiligne et uniformement varie s'il repond a la definition (a) 
et si en plus le module de l'acceleration est constant sur la trajectoire, c'est-a-dire | y(M) | = 

cte. Ainsi pour un tel mouvement nous avons y(M) = cte . 

Remarques : 

De maniere plus generale un mouvement sur une trajectoire quelconque (pas 
necessairement rectiligne) peut etre uniformement varie si l'acceleration sur cette trajectoire 
a un module constant | y(M) | = cte. 

“&C 

Un mouvement uniformement varie est dit accelere si en plus, le carre de la vitesse est une 
fonction croissante du temps ; dans ce cas le produit scalaire v(M) . y(M) est positif. En effet, 
soit un mouvement uniformement accelere ; posons : 

v 2 (M) - v(M) . v(M) 


d o 

par definition du mouvement accelere c'est une fonction croissante et done — v ( M ) > 


— ( v(M) . v(M) )= 2 v(M) — v(M) > 0 
dt dt 

et nous avons bien v(M) . y(M) > 0 

De meme, le mouvement uniformement varie est dit retarde si v 2 (M) est une fonction 
decroissante du temps. Le produit scalaire v(M) . y(M) est alors negatif. 

d - Mouvement rectiligne sinusoidal 

Un mouvement est rectiligne sinusoidal s'il repond a la definition (a) et si en plus, 
l'abscisse du point mobile M est a chaque instant de la forme : 


x(t) = X m sin(cot + (p) 



Ainsi, si O est un point fixe sur la droite trajectoire et i un vecteur unitaire, nous 
avons les vecteurs position, vitesse et acceleration du point M qui sont donnes 
respectivement par : 


OM = x(t) i = [X m sin (cot+cp)] i 

(|v — — 

v(M) = — i = [X m co cos (cot+cp)] i 
dt 


y(M) 


d 2 x 

d^ 


i = [- X m co 2 sin (cot+cp)] i 


) 2 OM 


X m est l'amplitude maximale du mouvement, co la pulsation et cp la phase. 

2- Mouvement circulaire 


a- Definition 

Un point materiel M est anime d'un mouvement circulaire si sa trajectoire est un 
cercle (figure VII. 1). 


Z 



Si R est le rayon du cercle trajectoire le point M peut etre defini par ses equations 
parametriques soit en coordonnees cylindriques : 



r = R 


cp = (p(t) avec (p = ( Ox , OM ) 
z = cte (= 0 dans le cas de la figure) 
soit en coordonnees cartesiennes 


x(t) = R cos (p 
y(t) = R sin (p 

z(t) = cte (= 0 dans le cas de la figure). 

b- Vecteur vitesse de rotation 


Nous nous placons en coordonnees cylindriques (ou polaires); l'expression de la 
vitesse est alors d'apres (V-2) : 


dr _ d(p ^ dz _ 
v(M) = — e + r — e + — e 
dt r dt 9 dt z 


( 1 ) 


or dans notre cas nous avons r = R = cte et z = cte ; et en rcmplacant dans (1) 


v(M) - R 


d(p^ 

~dt C<p 


( 2 ) 


Puisque le mouvement est circulaire c (p est tangent au cercle trajectoire ; par ailleurs le 
triedre (c r , c (p / c z ) etant orthonorme et direct nous pouvons ecrire l'expression (2) sous la 
forme : 


v(M)-R^(e z A5 r ) 

dt 


- — e A R e 
dt z 



_ dcp _ dcp 

Le pseudo vecteur co = -pc,est appele "vecteur vitesse de rotation", ^ etant la valeur 

algebrique de vitesse angulaire, posons OM= R e r et nous avons alors l'expression de la 
vitesse pour un mouvement circulaire sous la forme : 


v(M) = to A OM 


( 3 ) 


Remarque : 

Dans le cas particulier ou le mouvement circulaire est uniforme nous avons : 

dcp 

| v(M) | = | v | = | R ^ | = cte 


dcp 

d'ou | | = cte 


c- Vecteur acceleration 


En derivant l'expression (3) nous pouvons deduire l'expression de l'acceleration : 


y(M) 


dv(M)^ 
dt , 


— (k. A OM) 
dt 


dco At/r , - * 
= — A OM + co A 
dt 


dOM 

dt 


explicitons chacun des termes ; ainsi pour le premier : 


dco , 
— A 
dt 


OM = 


d 

dt 



A R e r 


= (Ai.A^ARe, 

V dt 2 dt dt 7 


- R 


d 2 cp 

dt 2 


(e z Ae r ) 



avec “^2" etant la valeur algebrique de l'acceleration angulaire 
Pour le second terme 


co A 


dcp^ 
■= — e 7 
dt z 

A 

d 

dt 

(Re r ) 

dcp _ 
= — e 7 

A 

R 

de r 

dt z 



dt 

dcp _ 
= — e 7 

A 

R 

dcp _ 

e m 

dt 



dt 9 


( dcpd 2 

= R l^dt J (e z A e 9 ) 


f dcp^ j 2 

= - R ldtJ e r 


d'ou l'expression de l'acceleration en coordonnees cylindriques pour un mouvement 
circulaire : 

y(M) = y r e r + 7^ e 9 

Ainsi cette acceleration s'ecrit sous la forme d'une somme de deux composantes : 

'dcp') 


y r = - R J e r est la composante radiale (qui est de meme direction que la 
composante normale car la trajectoire est circulaire). 

y = R est la composante orthoradiale (qui est de meme direction que la 

dt 2 

composante tangentielle puisque c 0 est tangent au cercle trajectoire). 


Remarques : 



^ . d(p . 

Si le mouvement circulaire est uniforme nous avons vu que | ^ | = cte et par consequent 

d 2 (p 

l'acceleration angulaire = 0 , l'acceleration y(M) se limite alors a sa seule composante 
radiale (ou normale) puisque sa composante orthoradiale y (p = 0. 

La description du mouvement circulaire peut se faire egalement dans le repere de 
SERRET-FRENET. Nous avons vu (VI.6) que l'expression de l'acceleration dans ce repere 


dV as 2 5 

y( M ) = TT t+ IdtJ 

dr v y R(s) 


= y t x + y n n 


dv d 2 s v 2 

avec la composante tangentielle y t = = yyxy et la composante normale y n = 

1 fds] 2 

R(s) UU • 


Pour un mouvement circulaire, le rayon de courbure est tout simplement le rayon R du 
cercle trajectoire . Par ailleurs, ds etant un element du cercle, nous avons : 

ds = R d(p 

ds d© 
dt = R dt 


d 2 s d 2 (p 
dt 2 = R dt 2 


en remplacant dans l'expression de l'acceleration nous obtenons : 


d 2 cp £“P 2 
y(M) = R — ^x + R 1 dt J 5 
dr v y 


dv _ v“ _ 

= — x + — n = y t T + y n n 
dt R 



avec 


d 2 (p Wl 2 

Yt " R dt2 Gt Yn = HdtJ 


3- Mouvement helicoidal 
a- Definition 

Un point materiel M decrit un mouvement helicoidal si sa trajectoire est une 
helice circulaire (figure VII. 2). 

La projection m du point M dans le plan Oxy decrit alors un cercle. 


z 



b- Equations parametriques. 

On se propose d'etudier le mouvement helicoidal en coordonnees cylindriques 
r,(p,z . Les equations parametriques du mouvement de M sont alors : 


r = R 


(p = q>(t) 



z - z(t) 


telles que: a z(t) = b cp(t) + c 

a, b, c etant des constantes non nulles simultanement. Le mouvement helicoi'dal est dit non 

b b h 

degenere lorsque a # 0 et b + 0. Le rapport “ est le pas reduit de l'helice . On pose ~ ^ , h 

etant le pas de l'helice, c'est-a-dire la variation de z lorsque M fait un tour. 

Si a = 0 et b + 0 alors cp(t) = constante , le mouvement de M est alors un 
mouvement rectiligne. 

Si a ¥= 0 et b = 0 alors z(t) = constante le mouvement de M est un mouvement 
circulaire. Dans les deux derniers cas on parle alors de mouvement helicoi'dal "degenere". 

c- Expression du vecteur vitesse : 

Soit (u,u',k) les vecteurs unitaires de base en coordonnees cylindriques, c'est-a- 
dire que l'on pose u = e r , u' = c (p et k = e z . A chaque instant nous pouvons ecrire : 


OM = r u + z k 


avec r - | Om | - R 
z - mM 

La vitesse v(M)par rapport a un referentiel quelconque s'exprime dans la base 
( u , u' , k ) par : 


dr_ ckp^, dz- 
v(M)= — u + r — u'+ — k 
dt dt dt 


Si le mouvement 
(O x ,0 u ) = 0 alors (p = cot et 


est uniforme et si nous supposons qu'a l'instant t = 0 (p = 
dcp 

= co. Le vecteur vitesse s'ecrit alors : 


dz 

v(M) - R co u'+ — k 
dt 


compte tenu de la relation z(t) = ^ cp(t) + ~ , nous avons 



( 1 ) 



par ailleurs nous pouvons determiner l'angle \\i (voir figure VII. 3) que fait le vecteur vitesse 
avec la direction Oz en ecrivant le produit scalaire : 



Fig. VII.3 

v(M) . k = | v(M) | | k | cos \\i avec \\j - ( v(M) , k ) 


et d'apres (1) 


d'ou 


v(M) . k 


hco 

2n 



Tangle \|/ est done constant. 



d- Expression de l'acceleration 


L'acceleration y(M) par rapport a un referential quelconque s'exprime dans la base 
( u , u' , k ) en coord onnees cylindriques par l'expression : 


„ s r d 2 r fdmY-,- r „ dr dm d 2 m-._, d 2 z - 

y(M) = [ — — - r — u+ 2 " +r — £ u' + — r k 

dt 2 l dt J dt dt dt 2 dt 2 


or dans le cas du mouvement helicoi'dal : 


r = R et z(t) = ^ cp(t) + | 


d'ou 


fdcp ) 2 

y(M) = - R i^dt J 


u + R 


d”(p h d”(p r* 

— f u'+ f k 

dt" 2 tt dt" 


dcp 

Si le mouvement est uniforme avec = co , l'acceleration s'ecrit alors : 


y(M) = - R co 2 u 

C'est-a-dire que seule la composante radiale de l'acceleration n'est pas nulle ; y(M) dans le 
cas du mouvement uniforme passe par l'axe du cylindre (axe Oz), et elle est parallele au plan 
(Ox,Oy). 

VIII- Mouvement a acceleration centrale . 

1- definition : 

Le mouvement d'un point materiel M est a acceleration centrale, s'il existe un 

— ^ 

point fixe O, appele centre du mouvement, tel que le vecteur OM et le vecteur acceleration 
y(M) soient constamment colineaires (voir figure VIII. 1). Ceci se traduit par la relation : 


OM A y(M) = 0 



M 
O 

Fig. VIII.l 

A partir de la relation fondamentale de la dynamique 
F= m y 

nous remarquons que ce type de mouvement se rencontrera chaque fois qu'un point materiel 
sera en mouvement sous l'effet d'une force passant par un point fixe (force centrale). 

Exemple : 



La Terre tourne autour du Soleil sous l'action d'une force attrative dont la 
direction passe toujours par le centre du Soleil. Son acceleration passe par leur centre de 
masse qui peut etre considere comme fixe. Ceci reste vrai chaque fois que nous avons deux 
corps soumis a leur seule interaction ; nous verrons alors que, dans un pareil cas, le 
mouvement des deux corps M-j et M2 de masses rrq et m2 peut etre reduit au probleme a un 
mi m2 

seul corps M de p = + soumis a la force d'interaction de ces deux corps, exercee en C, 

centre de masse. 

2- Proprietes du mouvement a acceleration centrale. 
a- Constante du mouvement 

Considerons C le moment en O de v(M) , vecteur vitesse du point M : 


C = OM A v(M) 

ce vecteur est une constante du mouvement ; en effet : 

dC _ dOM 
dt dt 


A v(M) + OM A y(M) 



Chacun des termes etant nul, — = 0 

dt 

Done pour que le mouvement d'un point M soit a acceleration centrale de centre O, il taut et 
il suffit que le moment en O du vecteur lie v(M) soit constant : 


OM A v(M) = C 

Remarques : 

Le moment cinetique du mobile M en O est : 

L 0 = OM A mv(M) 

= m C 

d'ou C = ^ 
m 

Par consequent le moment cinetique par rapport a O est constant au cours d'un mouvement 
a acceleration centrale. 

Le vecteur constant C est determine par les conditions initiales. 

C — omo A v () 

ou omo et v 0 sont respectivement la position et la vitesse initiales du point M. 


b- Caractere plan du mouvement : 

— ^ _► — ^ 

La relation OM A mv(M)=C implique que OMet v(M) sont perpendiculaires a 

i — ^ 

C . Ainsi, a tout instant OM et v(M) appartiennent au plan (P) perpendiculaire a C : la 
trajectoire de M est done plane (voir figure VIII.2). 




Remarque : 

“$C —*■ — *• — ► 

Si le moment de v(M) en O est nul, C = 0 , alors la trajectoire de M est portee par une droite 
passant par O. En effet si C = 0 alors : 

OM A mv(M) = 0 

done la vitesse est centrale et de centre O. En posant OM = r c r , le vecteur e r etant unitaire, 
nous avons : 

e r A^=0 (1) 

dt 


par ailleurs 


(e r ) 2 =(e r .e r ) = l 


done 



( 2 ) 


De ces deux equations (1) et (2) nous deduisons que 


— L - 0 et done que e r est constant ; ainsi 
dt 


la trajectoire est portee par une droite passant par O. 



c- Loi des aires : 


Enonce : 

— ^ 

Dans un mouvement a acceleration centrale le rayon vecteur OM balaye des aires 
egales pendant des intervalles de temps egaux. 


Pour simplifier l'etude du mouvement nous allons considerer que la trajectoire est 
dans le plan xOy. Exprimons le vecteur Cen utilisant le repere local e r , c ip , c z en 

coordonnees cylindriques. Nous avons vu (§ V.2) que le vecteur position et le vecteur vitesse 
peuvent s'ecrire : 

OM - r e r 


_ dr _ dtp _ 

v(M) = — e + r — e 
dt dt 


9 


En portant dans : 

C = OM A v(M) 


on obtient : 


C-r2 


d(p - n 
— e = C e 7 
dt z 


avec 


C = r2 


dtp 

dt 


( 3 ) 


C designe le module constant du vecteur C . A partir de l'arc MM ' = r dtp, on deduit l'aire 
elementaire balayee par le rayon vecteur pendant l'intervalle de temps dt : 

r 2 

dS = ~2 dtp (4) 


des relations (3 ) et ( 4), on deduit : 
1 

dS = 2 C dt 



II en decoule que le rayon vecteur OM balaie des aires egales pendant des intervalles de 
temps egaux; cette propriety porte le nom de loi des aires. La constante C, est appelee 
constante de la loi des aires et s'ecrit : 


C = r 2 


d(p 

dt 


= 2 


dS 

dt 


Remarque : 

On appelle vitesse areolaire a l'instant t, la derivee par rapport au temps de l'aire balayee 
par OM : 


dS _C 
dt “ 2 


Cette vitesse est constante pour un mouvement a acceleration centrale. L'aire balayee 
s'obtient par integration ; en supposant que pour t = 0, S = 0, on obtient : 



Ce resultat a ete trouve lors de l'etablissement des lois du mouvement des planetes auteur du 
soleil, il est connu sous le nom de 2 time loi de Kepler. On montre que les planetes decrivent 
autour du soleil un mouvement a acceleration centrale de trajectoire elliptique dont le soleil 
est l'un des foyers. 


A t n 



Si les intervalles Atj et At 2 sont egaux, alors les surfaces balayees AS] et AS 2 sont aussi egales 
d'apres la 2 emc loi de Kepler. La planete se deplace plus rapidement quand elle se rapproche 
du soleil. 

d- Sens du mouvement : 


D'apres la loi des aires, nous avons : 



dcp 

Nous remarquons que r ne s'annule jamais au cours du mouvement et que est de meme 


signe que C . Si C > 0, alors dcp > 0 et par consequent (p est strictement croissante. Alors que 
dcp 

pour C < 0, ^ < 0 et cp est strictement decroissante. Ceci signifie que le rayon vecteur 

OMtourne toujours dans le meme sens pour le mouvement a acceleration centrale. 
L'equation de la trajectoire est donnee par une equation de la forme r = f (q>). 


3- Formules de Binet : 


Les deux formules de Binet s'obtiennent en eliminant le temps respectivement 
dans les expressions de v 2 et de y , en tenant compte de la relation C = r 2 ^pc z 


a- Premiere formule de Binet 


Exprimons la vitesse en coordonnees cylindriques (V-l). 


dr _ , dcp^ 
v(M) = — e r + r — e 
dt dt 


<p 


f dr\ 2 f dcp'i 2 

d'ou v 2 (M) = [dt J + r 2 [' dFj 


dr dr dcp 

dt dcp dt 


dcp C 
dt = r 2 


En remplacant dans v 2 (M) nous obtenons la premiere formule de Binet : 



1 

Faisons le changement de variable u = 7 ; nous avons alors : 


du du dr 1 dr 

d(p dr dtp r 2 d(p 


done 


/ 2 = C Z u 


i 2 + 



qui represente la premiere formule de Binet avec la variable u. 

b- Deuxieme formule de Binet 


Ecrivons l'acceleration en coordonnees polaires (voir § VI-2) 


y(M) = 


dv(M) 

dt 


[— _ r l^P 


dr 


dt 


dt 


2 ,^ r „ dr d© d 2 (p , _ 

R + +r TT e » 

dt dt dt 


f(M) = y r e r + y 9 e q 


Par definition du mouvement a acceleration centrale, nous savons que 
y(M) A e r = 0 

En remplacant y(M) par son expression nous avons : 

(Yr Y + Ycp e 9 ) A e r = 0 
( Yep e<p) A Y = Yep Y 


d'ou Yep ~ 0 

done y(M) = y r e r 

, L v r d 2 r ( dR~ 

c est-a-dire y(M) = [ — — - r — J e r 
dr 1 dt J 


Eliminons le temps dans cette expression : 



d 2 r _ d W _ d f dr dq> = d ( dr d(p^ dq> 

dt 2 dt W d(p i dt J dt d(p 1 d(p dt J dt 


d(p _ 
dT”r 2 

d'ou 


d^r _ C _d l_(dr_ C"| _ c 2 _d_riil^ 
dt 2 “ r 2 d(p l d( P r2 J “ r 2 d(p U 2 d W 

C 2 d 2 1 
r 2 d(p 2 ^ r ^ 


et en rcmplacant dans l'expression de l'acceleration nous obtenons la deuxieme formule de 
Binet 


c- 1 


y(M) = - — — - + 


dcp 2 


-(-) 


1 

En faisant le changement de variable u = ~ ; nous obtenons : 


— --C 2 u 2 
dt 2 e 


d 2 u 

d(p 2 


et 


done: 



C 2 u3 


y(M) = - C 2 u 2 



0 

e r 


qui represente la deuxieme formule de Binet avec la variable u. 

4- Exemples de mouvements a acceleration centrale 


a- Particule dans un champ Newtonien. 



Soit une particule de masse m soumise a l'action d'une force centrale en r ~ 2 : 


K est positif ou negatif suivant que la force est attractive ou repulsive. Par exemple dans le 
cas de l'interaction coulombienne la force s'ecrit : 

p= 1 M 2 7 
4tc8 0 r 2 r 

elle est attractive si les charges electriques sont de signes contraires et repulsives si elles sont 
de meme signe. 

Dans le cas de la force de gravitation exercee par la masse M sur la masse m la 
force Newtonienne gravitationnelle s'ecrit : 

F = - avec G - 6.67 10 " 11 MKSA 

r r 


Cette force est toujours attactive; on dit que m se trouve dans un champ Newtonien attractif 
et soit ju, = GM. 

A partir de la relation fondamentale F = my, on peut ecrire : 

um r 

my = “ — i — 

r r 


rcmplacons y par son expressison dans la deuxieme formule de Binet : 


d 2 u 

-|.imu 2 = -mC 2 u 2 [ u + ^2 


d'ou 


d 2 u _u_ 

dq > 2 +U = C 2 


La solution generale de cette equation differentielle est : 

1 ja 

u = ~ = A cos (9 + a) + c2 


C , A et a sont des constantes a determiner a l'aide de la position et de la vitesse initiales. On 
pose 




C'est l'equation, en coordonnees polaires, d'une conique de foyer O, de parametre focal p et 
d'excentricite e . La nature de la conique trajectoire est donnee a partir de la valeur de 
l'excentricite e ; ainsi: 

- si e = 0, la trajectoire est un cercle de rayon r = P 

- si 0 < e < 1, la trajectoire est une ellipse de foyer O 

- si e = 1, la trajectoire est une parabole 

- si e > 1, la trajectoire est une hyperbole. 


Remarque : 


* 1 

Une force centrale proportionnelle a ~j_ intervient dans le mouvement des planetes . Nous 


montrons dans les chapitres de la dynamique que cette loi de Newton en peut etre 


deduite des lois experimentales de Kepler suivantes : 

l^ re loi : les orbites des planetes sont des ellipses dont le soleil est l'un des foyers. 

2^ me loi : le rayon vecteur d'une planete balaie en des temps egaux des aires egales. 

3^ me loi : le rapport des carres des periodes de revolution sur les cubes des demi-grands axes 
de l'ellipse sont constants (independants de la planete). 


b- Particule soumise a une force centrale attractive proportionnelle a la distance : 

Soit un point materiel M de masse m soumis a une force centrale constamment 
dirigee de M vers O, et telle que : 


F = - K OM 


La trajectoire de M est dans le plan passant par O et perpendiculaire au vecteur constant C : 



C = OM A v(M) 


Considerons que la trajectoire est situee dans le plan Oxy. 



La relation fondamentale de la dynamique 


- _ d 2 om T . 

F= my = m — = - K OM 

dt 2 


projetee sur les axes Ox et Oy, donne les equations 
d 2 x 

m ^2 =- K; < 


d 2 y 

m dt 2 =- R y 


qui s'ecrivent aussi : 


d 2 x 9 

dfi +O)2x = 0 


fi- +ra 2 y =0 


,2_K 


avec co - . L'integration des equations differentielles conduit a 



x = A cos (cot + cpi) 


y = B cos (cot + cp 2 ) 


Les constantes d 'integration A , B , cp^ et cp 2 sont determinees a partir des conditions initiales 
sur la position et la vitesse. 

En eliminant le temps entre x et y, on obtient l'equation de la trajectoire : 


x2 y2 
A2 + B2 


2xy 

AB 


cos (cp a - cp 2 ) = sin 2 (cp a - cp 2 ) 


C'est l'equation d'une ellipse inscrite dans un rectangle de cotes 2A et 2B (figure VIII.3). 



Comme x et y sont periodiques de periode , alors l'ellipse sera decrite avec la periode : 



Le sens de parcours sur l'ellipse depend du signe de la constante des aires. En effet : 

dS surface de l'ellipse 

C = 9 — = 9 — 

dt periode 



or la surface de l'ellipse est egale a 7 tAB sin (9^ - 92) 


d'ou 


27 tAB sin (91 - 92) 



= AB co sin (9^ - 92) 


Done le sens dans lequel est decrite l'ellipse depend de 91 - 92 ; ainsi : 

si 0 <92 - 91 < n alors C < 0. Le mouvement s'effectue done dans le sens trigonometrique 

retrograde : l'ellipse est droite (figure VIII.4,5). 

si n < 92 - 91 < 2 n l'ellipse est gauche (figure VIII. 6, 7). 


Cas particuliers : 

Si 9 2 = 9!, la trajectoire est rectiligne : e'est la premiere diagonale du rectangle. 



Si 9 2 = 9i + n , la trajectoire est la deuxieme diagonale du rectangle. 
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Si 9 2 = 9! ±2 ,1a trajectoire est circulaire, parcourue dans le sens droit ou gauche. 








IX- Changement de Referentiel . 


1- Position du Probleme : 

Un corps lache dans un train en marche decrit une droite verticale pour un 
observateur assis dans le train, tandis que, vue par un observateur sur le bord de la voie la 
trajectoire est une parabole. Le mouvement du meme point se manifeste done de facon 
differente suivant le referentiel dans lequel on se place pour le decrire. 

Le but de ce chapitre est de montrer comment determiner les caracteristiques cinematiques 
associees au mouvement d'un point materiel par rapport a un referentiel lorsqu'on connait 
deja ce mouvement dans un autre referentiel lui-meme en mouvement par rapport au 
premier. 

Considerons deux referentiels (R) et (R 1 ) en mouvement relatif l'un par rapport a l'autre (voir 

figure IV. 1). Dans (R) un point M en mouvement est defini par ses parametres cinematiques 

— ^ 

position OM, vitesse v(M) acceleration y(M) / R . 


. M 



Dans (R 1 ), M est defini par O'M, v(M) /r < , y(M) /r 1 . 

Le mouvement est decrit de facon differente selon qu'il est considere dans (R) ou dans (R 1 ). II 
s'agit done dans un changement de referentiel d'exprimer les caracteristiques cinematiques, 
d'un point materiel M, en mouvement dans (R) en 

fonction des caracteristiques cinematiques du meme point dans (R 1 ) supposees connues. 



En general pour decrire le mouvement d'un mobile, nous utilisons deux 
referentiels: un referentiel "immobile" (R) (qui pourra etre suppose dans certains cas comme 
"absolu" ou galileen), et un referentiel mobile (R 1 ) dans lequel on supposera connus les 
parametres cinematiques ; selon le type de mouvement de (R 1 ) par rapport a (R), on deduira 
par la suite (dans des cas simples) les relations analytiques entre ces memes parametres 
exprimes dans (R) et (R 1 ). 

2- Divers types de mouvements simples de (R') par rapport a (R). 
a- Mouvement de translation 


Le referentiel (R 1 ), de vecteurs unitaires e', , e' 2 , e' 3 est en translation par rapport 
au referentiel (R), de vecteurs unitaires e u e 2 , e 3 , si et seulement si la base ( c', , e' 2 , e' 3 ) est 
independante du temps, c'est-a-dire que ces vecteurs unitaires gardent une orientation 
constante par rapport a (R) au cours du mouvement de (R 1 ) (voir figure IX.2). D'ou : 


cte 


i = 1, 2, 3 et 



-0 


/ 





A partir de cette definition nous voyons que tout vecteur ABlie a (R 1 ), reste 
equipollent a lui meme au cours du mouvement de translation de (R 1 ) par rapport a (R). Le 

vecteur ABest done constant, d'ou : 



f -> \ 

dAB 


dt 

V J 


/R 


-0 


done 


( -> > 


( 


dOB 

/R“ 

dOA 

dt 

dt 

V J 



J 


/R 


ce qui s'ecrit : 

v(B)/r= v(A)/r 

Tous les points lies a (R 1 ) ont meme vitesse et, done meme acceleration par rapport a (R) ; 
cependant cette meme vitesse et cette meme acceleration peuvent etre quelconques. 

b- Mouvement de rotation de (R') autour dun axe lie a (R) 

Soit les referentiels (R) : (0;x^,X2,X3) et (R 1 ) : (0 ';x'i,x'2,x' 3) ou les axes 0'x 3 et 
Ox 3 sont confondus (voir figure IX. 3). 



On dit que (R 1 ) est en mouvement de rotation par rapport a (R) autour de l'axe avec une 
vitesse angulaire cori/r si : 


®R'/R - 



avec 


( e 3 , e’i ) = (e 2 ,e' 2 ) - <p(t) 



et 


(M' 3 ) = o 


dcp 

Si > 0, la rotation a lieu dans le sens direct de Oxj vers Ox 2 ; 


dcp 

Si < 0, la rotation a lieu dans le sens inverse de Ox 2 vers Ox , 


La rotation de (R) par rapport a (R 1 ) est definie par : 
®'R'/R “ ” ®R'/R 


Les points situes sur l'axe commun Ox 3 ont une vitesse nulle par rapport a (R), alors que les 
autres points, lies a (R 1 ), ont des vitesses non nulles. En effet, a partir des derivees des 
vecteurs de base du referentiel (R 1 ) nous avons : 


dg 'iV = d^dcp , dcp = dtp 

dt J R dcp dt 2 dt dt 3 1 


cor'/r Ae'i 


de' 2 _ de' 2 dcp _ dcp _ dcp 
dt dcp dt 1 dt dt 2 


Ae' 


3 


Mr./r Ae' 2 



/r “ ® R'/R 


Ae' 3 = 0 


On voit que tout point M, lie a (R 1 ), de vecteur position : 


O'M = a e'j + b e' 2 + c e' 3 

(a,b,c etant des constantes) est anime d'un mouvement de vitesse 

f -► \ 

_ dO'M 

V (M) / R = — /R 

V J 



= a 


R 



+ b 




= cor'/r A (a e( + b e' 2 + c e' 3 ) 


done v(M) = k>r' /r A O'M 

c- Angles d'Euler 

Pour caracteriser la position d'un referentiel (R) (ou d'un solide lie a (R)) en 
mouvement par rapport a un referentiel (Rq), il faut en general connaitre six parametres : 

trois parametres pour caracteriser a un instant t la position d'un point de (R) (ou du solide) 
et trois parametres pour caracteriser l'orientation de (R) autour de ce point a cet instant. On 
utilise en general comme parametres d'orientation les trois angles de Euler que nous allons 
definir ci-dessous. Ainsi, si O est un point fixe du solide, les angles d'Euler v|/,0,cp definissent 
a chaque instant l'orientation des axes (O; x , y , z ) (lies a (R) et au solide) par rapport aux axes 
(x 0 , y 0 ,z 0 ) (lies a (Rq) et ramenes en O). Pour les deteminer, on opere de la facon suivante en 
partant de (O; x 0 ,y 0 ,z 0 ) (voir figure IX .4) : 



^ — ► i i 

On fait une premiere rotation autour de Oz 0 et d' angle p = (Ox 0 , Ou) appele 

"angle de precession" et tel que 0 < \|/< 2n. Cette rotation R u d'angles \\f (appelee precession) 



permet de passer de (O; x 0 ,y 0/ z 0 ) a (0;u,v, z 0 ) avec le vecteur vitesse de rotation <5^ = 
dy 

— z 0 , (x 0 ,y 0 ,z 0 ) et (u,v,z 0 ) etant des bases de vecteurs unitaires associees aux axes de 
dt 

memes noms. Une representation plane de la precession donne : 

*0 

v A 



On effectue ensuite une seconde rotation autour de Ouet d'angle 0 = 
(Ou ,Oz) appele "angle de nutation" et tel que 0 < 0 < n. Cette rotation R 0 (appelee nutation) 
permet de passer de (O; u,v,z 0 ) a (O; u,w,z) avec la vitesse angulaire de rotation de 

d0 

vecteur co 6 = — u . La representation plane de la nutation est donnee par la figure ci-dessous. 
dt 



On effectue enfin une troisieme rotation autour de Ozet d'angle (p = 
(O u ,0 x ) appele angle de rotation propre et tel que 0 < cp < 2n. Cette rotation R n (appelee 
rotation propre) permet de passer de (O; u,w,z) a (0;x,y, z) avec la vitesse angulaire de 




En resume : 

Re R<p 

(O; x 0 ,y 0 ,z 0 ) — > (0;u,v, z 0 ) — > (O; u,w,z) — > (0;x,y,z) 

Les angles \j/,9 et (p sont les trois angles d'Euler; la determination supplemental des 

— ^ 

composantes de 0 () Aqui donnent la position d'un point A (du solide) dans Rq permet 
d'avoir les six parametres de position evoques precedemment. 

Par ailleurs, les rotations successives effectuees sont : 

R v R e R (p 

(A; x 0 ,y 0 ,z 0 ) — > (A;u,v, z 0 ) — > (A; u,w,z) — > (A;x,y,z) 


Le mouvement general de rotation autour d'un point A se decompose done en trois 
rotations autour des axes Oz 0 , Ou, Oz qui s'effectuent avec les vitesses angulaires ( d) l|( = 


dw ^ _ d0 _ _ dm _ . 

— z () , co e = — u, co ( = — z) 

dt dt 9 dt 7 


D'apres la composition des vitesses angulaires le vecteur rotation du mouvement compose 
de (R 1 ) par rapport a (R) est : 


®R'/R “ “v,, + ro e + ®<p 


On obtient facilement les coordonnees de cor' /r dans la base ( z 0 , u , z ) : 



®R'/R 


dw _ d9 _ dcp _ 
v z n + — u + — z 


dt dt dt 

A partir de ces expressions, on ecrit cor' /r dans la base ( u , v , z 0 ) : 


d0 dtp d\|/ dcp 

“ RyR= dt~ D ' dt sin05+ <dT + dT cos8 > 


et dans la base ( u , w , z ) : 


d9 dip d\|/ dcp 

a R y R = — u + -^ sine w+Ojf COS0 + -^) z 

A partir des expressions , on ecrit cor'/r dans les bases (x 0 , y 0 ,z 0 ) et (x, 


db dcp 

®R'/R = (dt cos V + dt sin 9 sin 


d9 dcp 

+ ( dt sin V|/ ' dd sin 0 cos V) 



dcp 

+ dt cos 0 ) 2 o 


et 


d9 d\p 

cor /r = (“jj cos cp + sin 9 sin cp) x 


d\p d9 

+ (^~ sin 9 cos 9 ■ dt s ^ n ( P) y 


dcp dw 

+ <dt + ii cos0 > 1 


3- Transformation du vecteur vitesse. 


a- Derivation d'un vecteur par rapport au temps relativement aux referentiels 
(R) et (R 1 ) 





Pour trouver les relations qui existent entre les caracteristiques cinematiques, 
vitesse et acceleration d'un meme point M, relativement a (R) et (R 1 ), nous serons amenes a 
etablir la relation entre les derivees d'un meme vecteur par rapport au temps relativement a 
(R) et (R'). 

Soit un vecteur ude composantes x 1/ x 2 /X 3 dans la base (e 1 ,e 2 , e 3 ) de (R) et 
x | , x 2 , x 3 dans la base (e'j,e' 2 ,e' 3 ) de (R 1 ). Dans la base de (R) il s'ecrit : 
u = Xi e L + X2 e, + X3 e 3 
et dans la base de (R 1 ) : 

u = x\ e'j + x'2 e' 2 +x' 3 e' 3 (1) 


La derivee de u par rapport au temps dans (R) est : 



dx 1 _ dx - 
1 -e, + - 


dt 


dt 


e,+ 


dx 3 

dt 


car 



i = 1,2,3 


les vecteurs e ; etant lies a (R) . 


du^| dx', dx', dx', _ 
— = -e + + L e ' 


dt ) dt 1 dt 

f)'„- 


dt 


i = 1,2,3 


les vecteurs ej etant lies a (R 1 ) . 

Derivons maintenant l'expression (1) dans (R) 
du 


+ x'- 


dt 


dx', 

— -e, + 

dx', _ 
— -e 

dt 2 

dt 


f de'. 

J/r +X 2 

l dt 


/R + X 3 


de' 3 

dt 


/.( 2 ) 


Or nous avons vu que si <3 r- est la vitesse angulaire de (R 1 ) par rapport a (R) alors : 



de'i 

dt 


i = 1,2,3 


Jr “ ®R'/R A 

. fdo fdo _ . _ 

[dT J /r = [dT J /r ' + Wr '/ r A U 


Cette expression permet bien de determiner la derivee du vecteur u relativement a (R) 
connaissant sa derivee relativement a (R 1 ). 

Notons que la relation / R = cor'/r A ej est verifiee quelle que soit la direction de l'axe 


de cori/r et pas necessairement celle de e'-, comme nous l'avons suppose precedemment 
pour simplifier. 


Remarque : 

Nous pouvons deduire quelques resultats en considerant les cas particuliers suivants: 
Si (R 1 ) est en mouvement de translation par rapport a (R), dans ce cas : 


^ — ► 

Si le vecteur u represente le vecteur rotation de (R 1 ) par rapport a (R), c'est-a-dire si on 
prend u = cori/r l'expression (2) s'ecrit alors : 



7 R 



7 R' 


ce qui veut dire que l'acceleration angulaire de (R 1 ) par rapport a (R) definie par 

— co RVR est la meme relativement a (R) et a (R 1 ) quel que soit le mouvement de (R 1 ) par 
dt 

rapport a (R). 

Dans le cas ou u est un vecteur fixe dans (R 1 ). 



= 0 


du) _ - 

— J/r - ®R'/R A U 


d'ou 



Considerons trois referentiels (R), (Rj) et (R 1 ), tels que le referentiel (R 1 ) soit en rotation 
avec la vitesse angulaire cori /r^ par rapport a (Rj), et ce dernier en rotation, avec la vitesse 
angulaire cor^r: par rapport a (R 1 ). Si u est un vecteur lie a (R 1 ) alors : 



= 0 


d'ou 


du) _ - A - 

dt J/r A u 


et 


du3 _ - _ 

“ J/R! “ COr, / r 1 A u 


d'autre part : 




7 Ri 


+ 


®Rl/R' A 


u 


(3) 

(4) 

(5) 


En portant (3) et (4) dans (5) on obtient quel que soit u : 
®R'/R A « = (®R'/Ri + ®Ri/r) a d 


(S') 


done : Sr/r - wr'/r-l + ® Rl / R 

Cette expression exprime la composition des vitesses angulaires, elle signifie que la vitesse 
angulaire de (R 1 ) par rapport a (R) est la somme des vitesses angulaires de (R 1 ) par rapport a 
(Rl) et de (R|) par rapport a (R). En general si l'on sait decomposer un mouvement de 

rotation en rotations successives autour d'axes connus, on obtient l'expression de la vitesse 
angulaire de rotation en ajoutant (vectoriellement) les vitesses angulaires de rotation autour 
des differents axes. 

Remarque : 

En fait la relation (5') implique que cor'/r = Wr'/r^ + cor^r + kuquel que soit u, en 
particulier pour k = 0 et nous determinons to r'/r = cor' /r 1 + oo r , / r . 

Par ailleurs, cette derniere relation peut etre generalisee au cas de plusieurs referentiels 
intermediates et on montre que : 


+ ®R n /R 


cor'/r - ra R y Rl + ra Rl / r 2 + ®r 2 / r 3 



b- Loi de compostion du vecteur vitesse 


Les vitesses du meme point M par rapport aux referentiels (R) et (R 1 ) sont definies 
par v(M) /R et v(M) /R . : 


v(M) / R - 


f -> A 

dOM 

dt 


O point fixe de (R) 


et 


v(M) / R > - 


f -» A 

dOM 

dt 


O' point fixe de (R 1 ). 


En utilisant le vecteur position, OM s'ecrit dans la base ( e x , e 2 , e 3 ) liee a (R) : 

^ 3 

OM = xi e t + X2 e 2 + X3 e 3 = ^ xi 5 ; 

i=l 


on obtient : 


v(M) /R - 


f -> '\ 

dOM 

dt 


y ^ x ig 

w* 1 


car les c i sont fixes pour l'observateur lie a (R). De meme pour le vecteur position O'M dans 
la base ( e\ , e' 2 , e' 3 ) liee a (R 1 ) . 


O'M = x'i e'j + x'2 e' 2 + x'3 e' 3 = ^ x'i ej 

i=l 

f -> A 


d'ou v(M) / R ' = 


dO'M 


dt 

V J 


/ = Y^W- 

/R tr® ' 



ou les ej sont fixes pour l'observateur lie a (R 1 ). 

Pour determiner la relation entre ces vitesses on utilise l'expression 
OM - 00' + O'M 

en ecrivant O'M dans la base de (R 1 ) , nous avons : 

— ^ ^ 

OM = 00' + x'i e'j + x'2 e' 2 + x'3 e' 3 

En derivant par rapport au temps dans le referentiel (R), nous avons : 


v(M) /R = 


f ->■ A 

dOO 

dt 

V J 


dx' 




de' : 


de\ 

dt 


L / R “ ®R'/R A 


done v(M) /r = v(O') /r + v(M) /r' + cori/rA O'M 


On appelle vitesse d'entrainement la somme des deux termes 


;(M)- v(0')/r+ cori/rA O'M 


( 6 ) 


Elle represente la vitesse d'un point P lie au referentiel mobile (R 1 ) et qui, a l'instant 
considere, coi'ndice avec le point M, comme nous allons le montrer dans la remarque qui va 
suivre . Par consequent : 

v(M) /r - v(M) /R- + v e (M) 


La vitesse de M dans le referentiel mobile (R 1 ) est en general appelee "vitesse relative" v r , 

alors que la vitesse de M par rapport au referentiel (R) suppose fixe lors du mouvement (de 
(R 1 ) par rapport a (R)) est appelee "vitesse absolue" v a . Ainsi 


V = V + V 
v a v r v 1 



La vitesse absolue est la somme de la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement. Notons 
ici que les appellations "absolue" et "relative" ne sont utilisees que par commodite de 
langage, car en cinematique les deux referentiels sont interchangeables. 


Remarque : 

Signification de la vitesse d'entrainement et du point coincidant : 

Soient (X1X2X3) les coordonnees du point M dans (R 1 ), et soit P un point fixe de (R 1 ) qui, a 
l'instant t, coincide avec M. A l'instant t les coordonnees de P qui s'ecrivent : X'-] = x' j (t), X'2 
= x'2(t) et X' 3 = x'3(t) sont done constantes car P est fixe; P est appele point coincidant . C'est 
le point fixe du referentiel mobile (R 1 ) qui, a l'instant t, coincide avec le point mobile M. 
Puisque le point P ne correspond plus au point coincidant a un instant t' different de t , on 
notera le point coincidant a tout instant sous la forme MeR'. 

Done a l'instant t on aura 


dX'j dx'j 

“dT = “dT =0 


i = 1 , 2,3 


V(P) /R - v(O') /R + COR'/R A O'P 
et a tout instant on pourra ecrire : 
v(M e R’) /r = v(O') /r + cor'/r A O'M 

Ceci traduit que la vitesse d'entrainement de M est egale a la vitesse du point coincidant par 
rapport au referentiel (R). 



P ARTIE B 


X - Principes de la dynamique (Lois de Newton) . 

1- Principe d'inertie 

II existe au mo ins un referentiel privilegie (Rq ) appele referential d'inertie ou 
galileen dans lequel un point materiel M isole (c'est-a-dire qui n'est pas soumis a des 
actions d'autres corps) est soit au repos ( v(M) / Rg = 0), soit en mouvement rectiligne 

uniforme v(M) / Rg = etc 

Remarques : 

Le principe d'inertie postule 1' existence des referentiels galileens et les definit en meme 
temps. 

Si le principe d'inertie est valable dans un referentiel (Rq) , il est valable egalement dans 
tout referentiel (R) en mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport a (Rq ). En 
effet nous avons : 

v(M) /Rg - v(M) /R + v e (M) 


et puisque (R) est un mouvement de translation rectiligne uniforme v e (M) = cte nous 
avons par consequent y(M) /Ro = y(M) /R (voir transformation de Galilee §IX-5). 

Ainsi, s'il existe un referentiel galileen, il en existe une infinite en mouvement de translation 
rectiligne uniforme les uns par rapport aux autres. 

Selon le probleme physique a traiter on fait 1' approximation selon laquelle les referentiels 
terrestres (local ou geocentrique) ou le referentiel de Copernic sont galileens, en fait il 
n'existe pas de referentiel galileen absolu. 

2- Principe fondamental de la dynamique 

Par rapport a tout referentiel galileen Rq, la resultante des forces qui s'exercent 

sur un point materiel M est egale a la derivee par rapport au temps du vecteur quantite de 
mouvement de ce point. 



avec p (M) /R( 


= m v (M) /R( 


Dans le cas particulier ou la masse m du point materiel est constante nous avons : 

dv 

F = m — (M) /Ro = m Y (M) /Rg 


Remarque : 

Le principe fondamental de la dynamique traduit le fait que lors du mouvement d'un 
point materiel dans un referentiel galileen, on peut identifier deux termes de nature 
differente : Un terme "physique" F qui caracterise l'interaction du point materiel M 

avec son environnement et un terme "cinetique" [— p(M) /R ] qui caracterise 

vdt //r g 


revolution dans le temps du mouvement de ce point. 

Ainsi la question essentielle qui se trouve posee lorsque l'on ecrit le principe fondamental de 
la dynamique est celle du choix du referentiel suppose galileen; en effet toute approximation 
faite dans ce choix par rapport a un "veritable" referentiel galileen impose une modification 
des forces qui interviennent, sinon inevitablement certains ecarts, plus ou moins sensibles, 
apparaissent entre les previsions de la description par l'application du principe et le 
mouvement observe. 


3 - Principe de Faction et de la reaction 

Soit un systeme de deux points materiels M-j et M2 en interaction entre eux et 
soumis a leurs seules actions mutuelles. 

Le principe de Faction et de la reaction affirme que la force F 12 exercee sur M j par M2 est 
egale et opposee a la force F 21 exercee sur M2 par M ] . La direction commune de F 12 et F 21 

etant celle de MjM 2 . 

Ainsi le principe implique les relations simultanees : 

f [2+ f 21 = 0 


et F 12 A MjM 2 = F 21 A M 2 M, = 0 

Remarque : 

Toutes les forces ne verifient pas le principe de Faction et de la reaction; c'est le cas par 
exemple des forces d'inertie (voir § suivant) qui ont une origine "cinematique" ou encore des 



forces electromagnetiques qu'exercent entre elles deux charges en mouvement, leur origine 
etant relativiste. 


z' 



(voir § IX-4) nous avons : 

r( m) /Ro = r(M) /R , + y e (M)+ 

Par ailleurs, puisque (Rq ) est galileen, nous avons d'apres le principe fondamental de la 
dynamique: 

F = my(M) /Ro 

F etant la resultante de toutes les forces qui s'exercent sur M de la part de son 
environnement. En remplacant / (M) /R par son expression (1) dans (2), nous avons : 

F = m y(M) /Rc = my(M) /R , + m/ e (M) + my c (M) 
soit encore : my(M) /R , = F -my e (M) -m 7 C ( M ) (3) 

On pose F e = -my e (M) , et on l'appelle force d'inertie d'entrainement tandis que F c = - 
my c (M) est appelee force d'inertie de Coriolis. Ainsi la relation (3) s'ecrit done : 
m/(M) /R , = F + F e + F c 

Ceci represente la formulation du principe fondamental de la dynamique dans un referentiel 
quelconque (R 1 ). 

Remarques : 

Le principe fondamental de la dynamique peut etre applique dans tout referentiel 

(galileen ou non galileen) a condition d'ajouter aux forces dont la resultante est F 
(forces d'interaction qui s'exercent sur le point M de la part de son 
environnement),des forces supplementaires qui sont les forces d'inertie F e et F c . 



^ — *• 

La resultante F ne change pas quand on passe d'un referentiel a un autre, alors que 
les forces d'inertie F e = -my e (M) et F c = .my c (M) changent puisque yJM) et y c (M) 
sont determinees par les calculs cinematiques developpes precedemment (voir § XI- 
4) ; de ce fait on dit que ces forces d'inertie sont dues aux effets cinematiques de 
l'acceleration dans le mouvement de (R 1 ) par rapport a (Rq ). 

Les forces d'inertie F e et F c existent meme si le point materiel M n'est soumis a 

aucune force (F = 0) c'est-a-dire meme s'il est isole. D'un autre cote les forces 
d'inertie sont nulles lorsque le referentiel (R 1 ) est lui meme un referentiel galileen 
comme nous le montrerons dans le paragraphe qui suit. 

Les forces d'inertie ne verifient pas le principe de l'action et de la reaction du fait qu'elles 
ne sont pas dues a l'action exercee sur M de la part de son environnement, leur origine etant 
liee plutot aux effets cinematiques de l'acceleration, comme nous venons de T evoquer. 

3- Forces d'inertie dans les cas de mouvements particuliers 

a- Mouvement de translation de (R') par rapport a (Rq) 

Nous avons vu dans le § IX-4 que dans le cas d'un mouvement de translation de (R 1 ) 
par rapport a (Rq) les accelerations d'entrainement et de Coriolis s'ecrivent : 

= Y(0')/ Rg 
R g 

et y c (M)=0 

d'ou la force d'inertie d'entrainement : F e = - my e (M) 

= - my(0') /RG 

(celle-ci s'annule si la translation de (R 1 ) par rapport a (Rq ) est rectiligne et uniforme 
car y(0') /Ro =0 dans ce cas). 

La force de Coriolis F c = - my c (M) etant nulle dans le cas general de la translation. 

b- Mouvement de rotation de (R') par rapport a (Rq ) autour d'un axe (A) passant 
par O' 


Ye(M) = 


d 00' 


dr 


Nous avons vu § IX-4 que dans ce cas l'acceleration d'entrainement a pour 
expression : 

d(0nw K i 

y e (M) = A O'M - c4 7r HM 

dt ° 

et la force d'inertie d'entrainement est done : 

F e =-my e ( M ) 



Si la rotation est uniforme. 


= 0 et nous avons dans ce cas : 


dCOR’/Ro 

dt 

Fe= m ®R7R G HM 

Cette force est dirigee de l'axe (A) vers le point M (H etant la projection de M sur l'axe 
c'est done une force centrifuge. 

Pour l'acceleration de Coriolis nous avons vu egalement que : 
y c (M) =2 ® RVRo A v(M) / r . 

et par consequent : 

Fc = - m Yc(M)=-2m ®r 7Ro A v(M) /R . 

Remarque : 

Nous remarquons que la force d'inertie de Coriolis F c n'existe que si co r , /Rg ^ 0 et 

si le point materiel M est en mouvement dans (R 1 ) c'est a dire si v(M) /R . ^ 0 . 

Par exemple un voyageur immobile dans un bus en mouvement, est soumis a une 
force d'inertie d'entrainement F e ( force centrifuge) lors d'un virage, mais si pendant ce 
virage le voyageur se deplace dans le bus (mouvement par rapport a (R 1 )) il sera alors 
soumis en plus a une force de Coriolis. 

Dans le mouvement par rapport au referentiel (R 1 ) la force de Coriolis n'effectue ai 
travail. En effet : 

F c = -2m 6 d r7Rg A v(M) / r , 

Un deplacement elementaire de M dans son mouvement par rapport a (R 1 ) sous 
l'effet de F c s'ecrit : 

dM= v(M) /R .dt 

le travail de F c lors de ce deplacement est done : 
dW - F c .dM 

= F C . v(M) /R .dt 

“$C 

On appelle forces gyroscopiques les forces du type de la force de Coriolis, e'est-a- 
dire celles qui dependent de la vitesse du point materiel et qui agissent selon la 
direction perpendiculaire a cette vitesse. Comme autre exemple citons egalement la 
force de Lorentz F = qvAB 

4- Equilibre d'un point materiel dans un referentiel non galileen 


Un point M est en equilibre dans un referentiel (R 1 ), si le vecteur position O'M 



qui definit le point materiel M dans (R 1 ) est une constante vectorielle (par rapport au 
temps) c'est-a-dire encore que v(M) /R , = 0 et y(M) /R , = 0 
Deux cas peuvent etre envisages : 

- Si (R 1 ) est galileen (R 1 ) = (R'q ), nous avons alors d'apres le principe fondamental de la 
dynamique : 

F = m y(M) /Rg 

et d'apres les conditions d'equilibre : 
y(M) /Rg - o 

par consequent ceci implique que la resultante F des forces qui agissent sur le point 
M est nulle. 

- Si (R 1 ) n'est pas un referentiel galileen, nous avons : 
my(M) /R , - F + F e + F c 

m r(M) /R . = F + F e + F c 

Les conditions d'equilibre dans (R 1 ) impliquent : 

F c = -2m co r7Rg A v(M) / r , 

= 0 ( car v(M) / r ,= 0 ) 

et f( M) /r , - 0 

d'ou : F + F e =0 

Dans ce cas la resultante des forces (autres que les forces d'inertie) qui s'exerce sur le point 
materiel M en equilibre est egale et opposee a la force d'inertie d'entrainement. 

XII - Application des referentiels non galileens a la dynamique terrestre . 

1- Notion de poids d'un corps . Pesanteur 

a- Definition 

Soit un referentiel terrestre (R) et M un point materiel de masse m ; on appelle 
force de la pesanteur terrestre (ou tout simplement poids) la force opposee a celle qui 
maintient le point M en equilibre dans (R). 

C'est done la force qui compense celle qui maintient M en equilibre. 

Exemple : 


Une masse ponctuelle M a l'extremite d'un ressort est soumise, a l'equilibre, a son 



poids P qui compense la tension T du ressort sur M (voir figure XII. 1). Ainsi nous 
avons : 

P + T = 0 


/////////// 


ti- 

b - Causes de la pesanteur 

Le referentiel terrestre (R) est suppose non galileen. Le point materiel M est alors 
soumis aux forces suivantes : les forces de gravitation mG(M), ou G(M)est le champ 
de gravitation produit par la Terre et par les autres planetes , astres etc. . les forces 
d'inertie - m/ e (M) et - m/ c (M) puisque (R) n'est pas Galileen. 

A l'equilibre du point M dans le referentiel (R) nous avons : 
v(M) /r = 0 (done 7 c (M) = 0 ) 
et egalement : 

y(M) /R = 0 

Soit T la force qui maintient a l'equilibre le point M. Nous avons : 

T+mG(M) -mf e (M) = 0. 

Par definition le poids P est tel que : 

P+T = 0 


d'ou : 


P = m G(M) - m y t (M) 


L'origine du poids (pesanteur) est done due, d'apres la relation precedente, a la 
gravitation et a la force d'inertie d'entrainement. 


Remarque : 

Principe d' equivalence : 



Dans un champ de gravitation, en mecanique non relativiste, tous les corps ont le 
meme mouvement et ce, independamment de leur masse pour des conditions initiales 
supposees identiques. 

Cette propriety fondamentale des champs de gravitation permet de faire une 
analogie entre le mouvement d'un point materiel (ou d'un corps quelconque) dans un 
champ gravitationnel et le mouvement du point materiel du aux "forces de repere" c'est-a- 
dire lorsque l'on considere le referentiel non galileen, (ou non inertiel). 

Le principe d 'equivalence etablit done une equivalence de nature entre le champ 
de gravitation et un referentiel non inertiel. 

On montre alors qu'il y a identite entre la masse pesante (celle qui intervient dans 
la determination du champ de gravitation) et la masse inerte (celle qui intervient dans le 
principe fondamental). 

Si le principe d'equivalence concerne la nature des forces de gravitation et des 
forces de repere, des differences entre ces deux types de forces apparaissent notamment 
entre leurs proprietes a l'infini. Par exemple le champ de gravitation s'annule a l'infini alors 
que ceci n'est pas le cas pour les champs qui ont pour equivalent des referentiels non 
inertiels (exemple des forces centrifuges qui augmentent d'amplitude avec la distance). 

Une autre difference essentielle provient du fait que les champs de gravitation 
persistent et ne peuvent etre elimines quelle que soit la nature du referentiel dans lequel on 
se place, alors que les champs dus aux reperes s'annulent et par consequent s'eliminent 
lorsqu'on passe a un referentiel galileen. 

2- Principe fondamental de la dynamique dans le referentiel terrestre (R) 

Soit M un point materiel soumis a : 

. des forces de resultante F, autres que les forces de gravitation et que les forces 
d'inertie ; 

. des forces d'inertie d'entrainement F e = -my e (M) et de Coriolis F c = - my c (M) = -2m 
co A v(M) /r (avec 6d = co r/Rg ). 

. des forces de gravitation mG(M) 

Dans le referentiel terrestre (R) suppose non galileen le principe fondamental de 
la dynamique s'ecrit : 



my(M) /R = Fj + mG(M) - my e (M) - 2m co A v(M) /R 
or nous avons vu (voir XII-1 ) que le poids P est defini par : 

P = mG(M) - my e (M) 

d'ou : 

my(M) /R = Fj + P -2m co A v(M) /R 


3- Champ de la pesanteur terrestre - Verticale d'un lieu 

Soit m la masse du point materiel M ; on definit le champ de la pesanteur 
terrestre par : 

g = - = G(M) - y e (M) (2) 

m 

G(M) est le champ de gravitation en un point M , du a l'attraction terrestre ainsi qu'a 
l'attraction des autres astres. En explicitant les differentes contributions a G(M) nous 
avons done la contribution terrestre au point M : 


G X (M) = - 


G 0 M t 


u 


avec : 

Go = 6,67 1 0 1 1 Nm 2 /Kg 2 constante universelle de gravitation 
My = masse de la Terre 

r = CM 

-> 

CM 

u = 7 r vecteur unitaire ; C etant le centre de masse de la Terre . 

|CM| 

Par ailleurs soit Gj(M) la contribution due aux autres astres au niveau du point M. 
Le champ de gravitation total est done : 

G(M) = G X (M) + G 1 (M) (3) 


Dans l'expression (2) intervient l'acceleration d'entrainement du point M , le 
referentiel terrestre (R) considere n'etant pas galileen. 

Si nous nous pi aeons dans le cas particulier ou le referentiel (R) est lie a la 
Terre avec pour origine le centre de masse C et si nous considerons comme 
referentiel galileen (Rq) le referentiel geocentrique, la vitesse de rotation co R/Ro dans 

ce cas est la vitesse de rotation de la Terre autour de l'axe des poles; cette vitesse est 
supposee constante. 


Ainsi dans le mouvement de (R) par rapport a (Rq ), l'acceleration d'entrainement s'ecrit 
sous la forme deja rencontree (voir IX-8). 

3 R/R r ^ 


y e (M) = y(C) /R 


dco B 


dt 


A CM - co 


2 

R/Rr 


HM 


( 4 ) 



H etant la projection de M sur l'axe de co r/Rg ( passant par C) , c'est a dire sur l'axe 

doT 


des poles. Puisque co R/R = cte et 


dt 


• = 0 , l'expression de y e (M) devient : 


fe(M) = Y(C) /Rg - m;,r 0 HM 

7(C)/ Rq est l'acceleration du centre de masse de la Terre, elle est egale a l'acceleration exercee 

par les autres astres sur la Terre, c'est-a-dire: 

Y(C) /Rg =G 1 (C) 

et par consequent, en rcmplacant dans (4) nous avons : 

y.(M) = G,(C) - to; )Ro HM (4-) 

En tenant compte de (3) et (4') dans (2) nous deduisons le champ de la pesanteur terrestre : 
g= G t (M) + Gj(M) - G X (C) + co R /Rq HM (5) 


avec respectivement : 

G t (M) champ de gravitation exerce par la Terre seule au point M .(c'est-a-dire 
G[(M) champ de gravitation exerce par les astres (autres que la Terre) au point M. 


G^C) champ de gravitation exercee par les astres autres que la Terre au centre de masse C 


de celle-ci. 

Posons dans la relation (4) g = - g u' avec u'le vecteur unitaire de la direction 
resultante des differentes contributions vectorielles a l'expression de g (voir 
Fig.XD.2) 




Cette direction de u'et done de g represente la verticale au point M c'est-a-dire la 
direction du fil a plomb. Le plan perpendiculaire a cette direction verticale est le plan 
horizontal au lieu considere. 

Remarque : 

Dans l'expression (5) : 

g= G t (M) + Gj(M) - Gj(C) + co R /Rq HM 



le terme G T (M) qui est du a la Terre est predominant. 

Par ailleurs, G , ( M j - G, (Q represente la variation du champ de gravitation (du aux 
astres et planetes autre que la Terre) aux points M et C. Cette difference que l'on 
neglige en general permet d'expliquer le phenomene des marees, consequence de la 
non uniformite en tout point de la Terre du champ de gravitation G , ( M j . 

4 - Variation du champ de la pesanteur avec la latitude 

Representons sur les figures XII (3 ; 3') un point M de latitude X sur la surface de 

la Terre. 



Fig. XII. (3 ; 3') 

Nous avons vu precedemment que l'on a : 

g= G t (M) + Gj(M) - Gj(C) + co 2 HM 

co= ® r/Rg est la vitesse de rotation de la Terre autour de l'axe des poles. 

Nous negligeons le terme G^M) - G^C) ; en effet la distance CM entre le centre de 
la Terre et le point M sur sa surface (ou en son voisinage), est relativement faible 
pour que le champ de gravitation G, soit considere comme a peu pres le meme en 
ces deux points C et M. Nous avons alors : 



g= G t (M) + CO 2 HM =-g u' 

— G 

G t (M) = - go U avec go = — f M T 

r 

HM 

HM =HM u.^RcosAu, avec u, - 

|hm| 

Ainsi le champ g s'ecrit de maniere plus explicite : 

g = - go u + ( Rco 2 cosA) u 1 

et par consequent varie avec la latitude A du point M. 

Remarques : 
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Si le point M est au pole (A, = ^ ’ HM = R) alors g = - go u car le terme centrifuge 

— ^ 

co 2 HM = ( Rco 2 cosA) u, s'annule. Le module du champ g est alors maximum : 

G 0 Mj 

g = (go) pole = p2 = 9 - 832 m /s 2 
Si le point M est a l'equateur (a = 0 , HM = R') nous avons : 

g = - g u'= - go u + ( R'co 2 cosA) u, 

les vecteurs u , u' et u l etant colineaires a l'equateur nous avons, compte tenu de 
A = 0 : 


g (go)equateur " ^ 


i ri S2 


G r 


avec co « 7.3 10' 5 rad/ s, R' le rayon de la Terre a l'equateur, (go)equateur = Mq 


En principe si la Terre etait spherique, on aurait (go)pole = (go)equateur > cependant la Terre 
etant applatie aux poles et par consequent (R)pqi e = R < (R)equateur = R'/ nous avons alors : 


(go)equateur < (go)pole 


La valeur a l'equateur est 9.814 m/ s 2 et celle aux poles est 9.832 m/ s 2 . 



5 - Etat d'apesanteur dans un satellite artificiel 




Fig. XII.4 

II s'agit de voir dans quelles conditions un point materiel A en mouvement dans 
un satellite artificiel se trouve en etant d'apesanteur, c 1 est a dire qu'il "ne reagit pas" a 
l'action du champ de gravitation exterieure. 

Soit done un satellite artificiel de centre de masse C et de masse M, et en 
mouvement par rapport a un referentiel galileen (R G ); supposons que les moteurs du 

satellite sont arretes, (voir figure XII.4). 

Ce satellite est soumis aux forces dues a la gravitation de la Terre (T), et des 
autres astres. Soit par ailleurs (R |) le referentiel lie au satellite et A un "point 
materiel" (le centre d'inertie d'un passager par exemple) de masse m en mouvement 
par rapport a (Ry). 

Le point A est soumis en principe : aux forces de gravitation G(A) , aux forces 
d'inertie - my e (A) et -2m co Ri /Rq A v(A) /R et aux forces Fj autres que la 
gravitation. 

Supposons que le satellite a les moteurs arretes et ne tourne pas par rapport a R G ; 
nous avons done de ce fait la force d'inertie de Coriolis nulle : 

-2m co R|/Rg A v(A) /R[ —0 

L'equation du principe fondamental de la dynamique appliquee dans (Ri) dans 
son mouvement par rapport a (R G ), s'ecrit : 



m Y( A )/R, = Fi + mG(A)-my e (A) -2m o> Ri /r g A v(A) /R[ (6) 

et en tenant compte de l'hypothese ou les moteurs sont arretes nous avons : 

m Y(A) /Ri = F, + mG(A)- my e (A) (7) 

Vis a vis de la cabine et du passager, la Terre, la Lune, le Soleil etc, creent un champ de 
gravitation exterieur qui sera considere comme homogene, les dimensions de la cabine etant 
supposee suffisamment petite. Dans ce cas on a : 
y e (A) * G(C) 

C etant le centre de masse de la cabine. 

Par ailleurs y e (A) etant l'acceleration du point fixe de (R|) qui coincide avec A et 
nous avons egalement : 

y e (A) - G(A)= G(C) 

d'ou finalement d'apres l'expression (7) : 

m Y(A) /Rl = F, 

Si A n'est soumis a aucune force autre que la gravitation, l'acceleration de A par rapport a 
(Ry) est alors nulle. 

Y(A) /Rl - o 

Le point A ne subit pas dans ce cas l'action du champ de gravitation exterieur qui se 
trouve compense par la force d'inertie -my e (A) ; on dit alors que A se trouve en etat 
d'apesanteur "locale". 

Remarque : 

Quant la capsule a un mouvement de rotation, c'est-a-dire # 0, il apparait 

un terme non compense -2m co Ri /R A v( A) /R ce qui provoque une "pesanteur 
artificielle" sur A . 

De meme si les moteurs de propulsion fonctionnent, Fj ( qui comprend notamment les forces 
de propulsion ) n' est pas nulle et dans ce cas egalement le corps A n' est plus en etat 
d'apesanteur. 

6 - Deviation vers l'Est des trajectoires de chute libre 
a- Description du probleme 

Soit (R) un referentiel terrestre suppose non galileen. Nous avons vu que par 
rapport a ce referentiel nous avons : 

m Y(M)/ R - Fj + P -2mw R]/Rc Av(M) /R 

Fj resultante des forces autres que les forces gravitation ; 

P = mg = m G(M)- my e (M) 


( 8 ) 



co = vitesse de rotation de la Terre 

II s'agit d'etudier le mouvement de chute libre (Fj = 0) d'un point materiel M a 
partir d'un point M 0 d'altitude h, sans vitesse initiale (t = 0, v(M 0 ) = 0 ) 

Ainsi dans le mouvement de chute libre le point M sera soumis a son poids P et a la 
force de Coriolis F c = - 2m co R[ /R A v(M) /R 

On montre que la trajectoire de chute libre subit une derivation vers l'Est et vers l'equateur. 
C'est ce que nous allons etablir a partir des equations du mouvement. 

b - Equations du mouvement 

Soit O'xyz un systeme d'axes terrestres tels que O'z correspond a la verticale 
ascendante (ne passant pas par le centre de la Terre car le poids comprend la force 
d'entrainement) , O'x est tangent au cercle parallele en O', et oriente vers l'Est , O'y 

est tangent au meridien en O' et oriente vers le Nord (voir figures XII. 5 ; 5'); X etant la 
n 

latitude de O' avec ( | X | < ). 



XII. 5 Fig. XII.5' 

L'equation du mouvement d'un point materiel M en chute libre est done d'apres l'equation 

( 8 ): 

my(M) /R = mg - 2mcoAv(M) /R 
Dans le systeme d'axes O'xyz nous avons : 



y(M) /r - 


fdV 



(a \ 

d x 

dt 2 


' o 'i 


" 0 'i 


dt 

d 2 y 

; g = 

0 

; co 

cocos X 

; v(M) /r - 

dy 

dt“ 






dt 

d 2 z 


v-gj 


v cosin X j 


d z 

(dr, 



[dt J 


et l'equation precedente projetee sur les axes nous donne le systeme suivant : 
d^x 
dt 2 
d^y 
dt 2 
d 2 z 
dt 2 


= - 2 co f —cos X - — sin xl 

9(a) 

^ dt dt ) 

— - 2 co — sinX 

9(b) 

dt 

= -g + 2 co — cosX 
dt 

9(c) 

les conditions initiales : 



t=0 


x = 0 

y ~ o 

z = h 


dx _ dy 
dt dt 


^=0 

dt 


correspondant pour t = 0 au point M 0 d'altitude h et de vitesse v(M 0 ) = 0 
L'integration des equations (9a), (9b) et (9c) entre t = 0 et un instant t quelconque 
pour lequel 

les coordonnees de M sont x,y,z nous donne respectivement : 


dx 

dt 

dy 

dt 


- 2 co [( cosX) (z-h) - y sinX] 

- (2 co sinX) x 


— = - gt + (2 co cosX) x 
dt 

Nous reportons (10b) et (10c) dans (9a) pour deduire x(t) 

d 2 x 


(10a) 

(10b) 

(10c) 


— — = - 2 co T (-et + 2 cox cosX) cosX + 2 cox sinX 1 
dt 2 


soit encore : 


d'x „ i 

— 7 T + 4 co' x - 2 co gt cosX 
dt 2 

La solution generale de cette equation est de la forme : 


( 11 ) 


X(t) = Xo(t) + Xi(t) 



avec x 0 (t) = gt cosA, = — cosA 
4co“ 2co 

qui est une solution particuliere de (11) et X] (t) la solution generale de l'equation (11) sans 
second terme, c'est-a-dire de l'equation: 

d 2 x , 2 

— T + 4 «r x =0 
dt 2 

done xi(t) = A cos 2cot +B sin 2 cot 

et par consequent la solution general de (11) : 

x(t) = — cosA + A cos 2cot + B sin 2cot 
2co 

Les constantes A et B sont determinees a partir des conditions initiales : 


x(t = 0) = 0 d'ou A = 0 



[— cosA - 2 co A sin 2 cot + 2coB cos2cot]t=o 
2co 


= — cosA + 2coB 
2co 

= 0 


4co z 

Ainsi la solution generale s'ecrit en definitive : 

x(t) = — gC °, sX [ (sin2cot) - 2 cot] 

4co" 

La vitesse angulaire de rotation de la Terre est co = 7.29 10' 5 rad/ s ; par ailleurs si on suppose 
la duree de chute libre relativement petite, on peut remplacer dans l'expression precedente 
sin 2cot par les premiers termes de son developpement en serie : 


d'ou B = 


- geos X 


sin2cot » 2cot - 

3! 


d'ou : 


x(t) = 


-gcosA. 

4co 2 


[ 2cot - 


(2cot)' 


- 2 cot] 


cosX 

= (rag — ^)t 3 


puisque |l| < — , cos A est positif (ou nul) et par consequent x(t) qui represente la projection 


selon O'x de la position du point materiel M a l'instant t, est egalement positive (ou nulle) ; 
x(t) > 0 correspond a une deviation vers l'Est de la trajectoire du point M. 



Pour determiner y(t) nous partons de l'equation (10b) dans laquelle nous rempl aeons x(t) par 
son expression (12). 

En effet : 


— = - (2 co sinX) x 
dt 

= -(2co sinA.) (cog ^|^)t 3 
- g (sin2A.) t 3 

et en integrant entre les instants 0 et t et compte tenu des conditions initiales, nous obtenons 


y(t)=-^g(sin2X)t 4 

7t 

Dans l'hemisphere Nord ( 0< A.< — , y(t) est negatif tandis que dans l'hemisphere sud 
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(- — < A. < 0 , y(t) est alors positif. Dans les deux cas il y a done une deviation de la 
trajectoire vers l'Equateur (en plus de la deviation vers l'Est). 


effet 


Pour determiner z(t), nous remplacons egalement x(t) dans l'expression (10c). En 


dz 


— = - gt + (2 co cosk) x 
dt 

= -gt+ (2co cosX) (cog ^^)t 3 


= -gt + ^-g(cosX) 2 t 3 

en integrant entre les instants 0 et t, compte tenu des conditions initiales, nous obtenons : 


[ z (tlo = -g — + org 


cos - A, 


t 4 


/ \ i t 2 cos A, . 

z (‘) = h -g7 + 

z o 

et en negligeant le terme en t^ nous avons alors : 

z(t) = h- g 7 (14) 


Remarque : 



Nous pouvons determiner le point d 'impact au sol du point materiel M. Au sol z = 0 et 
d'apres (14) 

h - g — = 0 d'ou to = 

2 V g 


dans (12) nous pouvons deduire : 


xo = x(t=0) = g 



et dans (13) nous avons 

2 

yo - y (t=0) = - — sin Tk 

3g 

les coord onnees du point d 'impact au sol du point materiel M lache en chute libre sont (xo , 
yo/0). 



(Extrait du document "cours de Mecanique" : http://www.fsr.ac.ma/LMPHE/ 

7 - Pendule de Foucault 
a- principe 

Soit un pendule (SM) oscillant sur une plateforme tournante ; (R) un referentiel 
fixe (absolu) et (R 1 ) un referentiel (relatif) lie a la plateforme (voir figure XII. 6). 



Fig. XII. 6 

Pour un observateur lie au referentiel fixe (R) le pendule oscille dans un plan 
invariable (P) = (SM'M"). Pour un observateur lie a la plateforme tournante; c'est-a- 
dire lie a (R 1 ), le plan (P) d'oscillation tourne par rapport a l'observateur dans le sens 
inverse de la rotation de la plateforme. Ceci s'interprete par le fait que par rapport a 
(R 1 ) le point M (masse a l'extremite du pendule) est en mouvement sous Faction du 
poids, de la tension et des forces d'inertie. 

Le fait que le plan (P) varie traduit le caractere non absolu du referentiel (R 1 ). 

Le pendule de Foucault illustre bien ceci dans le cas de la Terre; c'est-a-dire que celle- 
ci ne constitue pas un referentiel d'inertie (ou galileen). 

En effet l'experience de Foucault faite en 1851 a Paris sur un pendule de masse m 
= 28 Kg suspendue a un til de longueur 1 = 67 m a permis de montrer que le plan 
d'oscillation du pendule se deplacait dans le sens de rotation des aiguilles d'une 
montre et faisait un tour complet en 32h environ. Ce deplacement du plan 
d'oscillation traduit le caractere non galileen du referentiel lie a la Terre. 



b - Equations du mouvement 


Soit (R 1 ) : (O'xyz) le referentiel local lie a la Terre tel queO'z soit la verticale 
— ^ } 

ascend ante. O' x tangent au plan parallele et oriente vers l'Est et O'y tangent au demi 

plan meridien oriente vers le Nord (voir fig. XII. 7); et soit (R) le referentiel 

geocentrique suppose galileen. (R 1 ) est en mouvement de rotation par rapport a (R); 

le vecteur rotation co est alors situe dans le dmi-plan meridien (0'y,0'z). 



Fig. XII. 7 

La masse m du pendule de sommet S et de longueur 1 est soumise 
aux forces suivantes : le poids P = mg- - mg e z , la tension T du til et la force de 
Coriolis F c = - 2m co A v(M) /ri (voir fig. XII. 8). 



z 



En general pour un referentiel terrestre la force d'inertie est negligee en premiere 
approximation. En effet, 1' acceleration d'entrainement d'un repere lie a la Terre 
resulte de l'interaction de gravitation exercee sur la Terre par les autres astres (Lune 
et autres planetes, Soleil...), la Lune et le Soleil exercant l'essentiel de cette action; or 

| g | 

l'action de la Lune sur un objet terrestre est de g 75 ^q6 environ, celle du soleil etant 
encore plus faible. 

Ainsi done, e'est la force d'inertie de Coriolis normale au plan 
d'oscillation du pendule qui determine la rotation de ce plan. 

Par rapport a (R 1 ) nous avons done : 


m y(M) /ri = mg + T - 2m co A v(M) /ri 
avec les composantes exprimees dans (O'xyz) 


f(M) /R ' : 


AA 

di- 

d 2 y 

dt 2 

d 2 z 


T = - T 


SM 

ISMI 


= - T 


SM 


A 


( I 

' ~\ x 


T 

yy 

V-f( z -V 


f 0 ) 

0 

l- mgj 


(15) 




co : 


' 0 " 

co cos X 
Vco sin X) 


v(M) /R - : 


ri'i 


dl 

dt 

dz 

Vary 


La relation (15) projetee nous donne les trois equations differentielles du mouvement 
suivantes : 


d 2 x 

dt 2 


Tx fdz dy 

= “ ^ “ 2ro [dt cos X “ dt 


sin X 


(15'a) 


d 2 y 

dt 2 


Ty dx 
= ” ml ' 2 “dt sinX 


(15'b) 


d 2 z 
dt 2 = 


(15'c) 


Si nous nous pi aeons dans le cas des oscillations lentes et de faible 
amplitude, on peut faire les approximations suivantes : 
dz d 2 z 

z<<1 - * “° et a? “° 

l'equation (15'c) s'ecrit alors : 

T dx 

" S + m + 2co cos X dt = 0 


Le dernier terme de l'equation precedente est en general neglige dev ant g et nous 
avons alors : 


T * mg 

et en remplacant dans 15'a et 15'b nous obtenons le systeme : 

dy 


d 2 x gx 
dt 2 = " 1 


+ 2co sin X 


dt 


d 2 y sy 

dt 2 " 1 


dx 

2co sin X ^ 


(16) 


La resolution de ce systeme d 'equations (voir remarque ci-apres) se fait en 
introduisant la variable complexe Z(t) = x(t) + i y(t) et on demontre que la trajectoire 
de M dans le plan (Ox,Oy) est un ellipse applatie durant l'oscillation du pendule. Les 
axes de 1 'ellipse tournent alors avec la vitesse Q = co | sin A | dans le sens de rotation 
Est — > Sud et Ouest — » Nord dans l'hemisphere Nord (voir figure XII.9) tandis que 
dans l'hemisphere Sud la rotation se fait dans le sens Est — » Nord et Ouest — > Sud. 







- (o> sin X) t 


Fig. XII. 9 

La figure XII. 10 represente avec plus de detail la trajectoire decrite par le pendule de 
Foucault au cours de ses oscillations par rapport au referentiel terrestre; 
l'inflechissement vers la droite de la trajectoire (A — » B), (B — > C) etc, du a la force de 
Coriolis a ete volontairement exagere sur la figure. 


y A 



La periode de rotation T du plan, c'est-a-dire un tour complet de l'ellipse est : 


2n 2n Tp 

Q I co I sin X I I sin X 


avec To = duree de la rotation de la Terre . 
co 

Ainsi pour la latitude X = 4 7° et To = 86164 s, on trouve T = 32H 50 mn. 

Remarque : 

Comme nous l'avons annonce precedemment on peut montrer que la trajectoire de 
M dans le plan (Ox,Oy) est une ellipse pendant une oscillation du pendule. En effet, 

2 g 

reprenons les equations (16) en posant co 0 = j : 

d 2 x dy 2 

“ 2co jj. sin X - co 0 x = 0 


d 2 y dx 2 

+ -^ co dt s * n ^ + “o y = 0 


Soit le nombre complxe Z = x + iy; les equations differentielles precedentes peuvent 
etre regroupees en introduisant Z, sous la forme : 


d 2 Z dZ 2 

~^ 2 " + 2 i co sin X + co 0 Z = 0 


(17) 


Le discriminant reduit de l'equation caracteristique associee a cette equation 
differentielle est : 

A' = - co 2 sin 2 X - coq Y cog (car - co 2 sin 2 X Y 3.10 -8 cog ) 


La solution de (17) est done : 

Z(t) = [exp - (i co sin Z)t] [A cos coot)) + B sin coot] 


(18) 


Supposons qu'a l'instant t = 0 le point M est a la positic 
dx dy 

initiale est nulle ^ = 0 et ^ = 0 ; nous pouvons 


a et y = 0 et sa vitesse 
deduire alors de ces 


conditions initiales les constantes A et B a partir des equations : 
A + B = a 

- i (co sin X) A + B co 0 = 0 


d'ou : 


A = a 


i a co 
co 0 


sin X 


et dans l'expression (18) nous obtenons : 



1 CO 

Z(t) = [exp - (i co sin Z)t] [cos co 0 t + ~ sin X sin co 0 t] 

que l'on peut ecrire sous la forme : 

Z(t) = Z'(t) exp - i Qt 

avec : 

i co 

Q = co sin X et Z (t) = cos co 0 t + ~ sin X sin co 0 t 

Si nous posons Z'(t) = x'(t) + i y'(t), nous avons par identification des deux formes de 

Z'(t) : 

x'(t) = a cos co 0 t 

. co . . Q 

v (t) = a sm X sm co 0 t = a sm cont 
y w u ®0 

a Q 

Ce sont les equations parametriques d'une ellipse de demi axes a et ; cette ellipse 

est done tres applatie du fait que Q « co 0 (figure XII. 9). 

Notons que la relation Z(t) = Z'(t) exp - i Qt entre Z(t) et Z'(t) representant le 

vecteur OM dans la base (Oxy) et dans la base (Ox'y 1 ) qui tourne par rapport a la 
precedente avec une vitesse angulaire - Q autour de la vertical du lieu. 



XIV- Travail et Puissance d'une force. 


1- Travail elementaire 

Considerons un point materiel M repere , a l'instant t, par le vecteur 

position OM dans un referentiel (R). Ce point materiel est en mouvement sur une 
trajectoire (C) sous l'action d'une force F. Pendant un temps court At, le point 
materiel M decrit l'arc MM' que Ton peut assimiler a la corde MM'. Le deplacement 

du point materiel pendant l'intervalle de temps At est done rectiligne et s'ecrit MM' = 
AM . Pour un intervalle de temps infinitesimal dt, AM a pour limite le deplacement 
infinitesimal dM porte par la tangente a la trajectoire au point M . 



Le travail elementaire de la force F pour le deplacement dM est defini par le produit 
scalaire de la force par le deplacement : 

5 w = F . dM = | F | | dM | cos 0 

Nous avons considere que la force est constante en grandeur, direction et sens au 
cours du deplacement elementaire dM . 

Dans un repere cartesien ou les composantes de F sont F *' F y/ F z et celles de dM 
sont dx, dy, dz, on a : 



Sw = F x dx + Fy dy + F z dz 


S indique que dw est a priori une forme differentielle non integrable, et done n'est 
pas la differentielle totale exacte d'une fonction. 

Remarques : 

^ — ► 

Le travail elementaire d'une force est dit virtuel si le deplacement dM est en 

dehors de la trajectoire. 

^ — ► 

Si le mouvement du point materiel resulte de Faction de plusieurs forces F t , 

F 2 F; .. F n de resultante F = ^FJ alors le travail de F s'ecrit : 

8w = F. dM =^F;.dM= ^F;.dM = Z 5w i 


*Le travail de la resultante est done egal a la somme algebrique des travaux effectues 
par chaque force pour le meme deplacement. 

- Le travail est resistant si 8w = F. dM = | F | | dM | cos 0 < 0 e'est a dire pour 



- Le travail est moteur si Sw = F . dM = | F | | dM | cos 0 > 0 e'est a dire pour 



- Si la force est perpendiculaire au deplacement, le travail elementaire est nul 

71 — 

0 = — ; e'est le cas par exemple de la force de Coriolis F c = -2m ( oo A v ) ou de la 


force de Lorentz F = ( q v AB ) . 


2- Travail le long d'une trajectoire curviligne 

Supposons que le point materiel M se trouve en A a la date F] et se trouve en B a 
t 2 - Le travail d'une force F au cours du deplacement entre A et B le long de la 
trajectoire (C) est donne par l'integrale curviligne 

W a b = f — F.dM 

A Jab 



etendue a l'arc de trajectoire AB decrit entre les instants t ] et t 2 - En remarquant 
que dM = v . dt, nous pouvons ecrire le travail de la force F entre t^ et t 2 sous la 
forme : 


W® = | F.v dt 





.vdt 


ti 


ou F t designe la composante tangentielle de la force. Le travail de la composante 
Fn 

de la force suivant la normale principale est nulle ( F n .v = 0) . 


3 - Puissance d'une force 


La puissance d'une force F est le travail elementaire effectue par cette force par 
unite de temps : 


<P = f . v(M) /r 


- dM _ dW 
dt ” dt 


(1) 


La puissance caracterise la vitesse avec laquelle le travail de F est effectue. II est 
essentiel de remarquer que cette definition n'a de sens que si on indique le point 
materiel auquel est appliquee la force F et le referentiel (R) par rapport auquel 
on definit v = v(M)/ R . 

par consequent la puissance depend du referentiel. 


4 - Unites de travail et de puissance 

L'equation aux dimensions relative au travail est : 

[W] = [F][L] 

=[M][L]W 

et l'equation aux dimensions relative a la puissance compte tenu de (1) est : 

[P] = [M][L] 2 [T]- 3 

Dans le systeme MKSA, l'unite de travail est le Joule et l'unite de puissance est le 
Watt. 

1 Joule = 1 Newton . metre 

Dans le systeme CGS, l'unite de travail est l'erg et l'unite de puissance est 



1 Watt = 1 Joule/ seconde 
l'erg/ seconde 

1 erg = 1 dyne . cm 
La relation entre ces unites est : 

1 Joule = 1 Newton ; 1 metre = 10 5 dynes ; 10 2 cm = 10 7 ergs 

et 1 Watt = lO^erg/ seconde. 

5- Puissance dans le cas des forces particulieres 

a- Puissance du poids d'un point materiel 

Considerons un point materiel M de masse m place dans le champ de 
pesanteur g . Le poids de ce point materiel dans un referentiel R (Oxyz) (voir figure 
XIV.l) s'ecrit : 

P = - mg S z 


Z 



La puissance <P du poids P est : 

<P= P- v(M) /r 

par ailleurs la vitesse s'ecrit en coordonnees cartesiennes sous la forme : 



En portant dans l'expression de la puissance on obtient : 


<P = -mg 


dz 

dt 


Remarque : 

Si le deplacement du point materiel est perpendiculaire au poids, c'est-a-dire si la 
composante de la vitesse suivant e z est nulle, alors la puissance est nulle. En effet 
dz 

— =0 implique <P=0 
dt 

b- Puissance d'une force centrale 


La force centrale est toujours portee par le vecteur position r = OM . Elle passe 
done constamment par le point O appele centre du mouvement, elle s'ecrit en 
coordonnees polaires sous la forme : F = F r e r et la puissance de cette force est 
alors : 

< P= F. v(M) /r =F r B r (^B r + r^B e + ^5 z ) 

dt dt dt 

= p dr 
dt 

XV- Theoreme de la puissance -Theoreme de l'energie cinetique . 


1- Definition de l'energie cinetique 

Soit M un point materiel de masse m et de vitesse v(M) /R par rapport a un 
referentiel (R). L'energie cinetique de ce point materiel est definie par : 

E,(M) /r = im v 1 2 (M), r 

En utilisant la quantite de mouvement p(M) /R , on peut ecrire l'energie cinetique sous 
la forme v(M) /R : 


E(M) /r 


_ 1 p 2 (M) /r 
2 m 


On remarque que cette definition tient compte du referentiel (R) par rapport auquel 
on definit la vitesse v(M) /R . 


2- Theoreme de la puissance 



La derivee par rapport au temps de l'energie cinetique d'un point materiel 
relative a un referentiel R est egale a la puissance de toutes les forces appliquees sur 
ce point : 


En effet, d'apres le principe fondamental de la dynamique (X-2) 

F = -j-p(M) /R 
dt 


F. v(M) /r = — p(M) /R . v(M) /r 

dt 

En utilisant la definition de la puissance et en considerant que la masse du point 
materiel est constante, nous obtenons : 

<P/ R = F. v(M) /r = m ^-v(M) /r .v(M) /r 

dt 

= -^4mv 2 (M) /R ) 
dt 2 


qui s'ecrit : 


Remarques : 

Si le referentiel est non galileen, il faudra ajouter la puissance de la force d'inertie 
d'entrainement. La puissance de la force d'inertie de Coriolis est nulle. 

* Si le point materiel est isole, alors son energie cinetique est constante E c / R = cte. En 
effet, si le point materiel est isole, alors la resultante des forces qui lui sont 
appliquees est nulle. 

f =0 


par consequent la puissance est nulle : 

<P/ R = F. v(M) / r = 6 

et a partir du theoreme de la puissance on deduit que : 


d'ou : E c (M) /r = cte 



A partir de la relation (1) : 

< P/n= F . v(M) /R = m ^-v(M) /r . v(M) /r 

dt 


* 


on constate que : 


- Si le mouvement est accelere alors <P/ R = 



>0 


done l'energie cinetique est une 


fonction croissante. 

dE 

- Si le mouvement est retarde alors <P/ R = — — <0 done l'energie cinetique est 

une fonction decroissante. 

3- Theoreme de l'energie cinetique 

La variation de l'energie cinetique d'un point materiel entre deux instants 
t^ et t i5 est egale au travail de toutes les forces appliquees sur le point materiel au 

cours de son mouvement : 

W, a =E„ r (B)-E„ r (A) 

En effet, le travail d'une force F entre deux points A et B est donne par l'integrale 


B 

W A = jF.v(M) /R dt = J<P/ R dt 


A 

En utilisant le theoreme de la puissance : 


( P/r = 

On a 

wH 

A 

d'ou : 


dE^ 

dt 


dE c/ 

dt 


W b a =E c/r (B)-E c/r (A) 


Remarques : 

Le theoreme de l'energie cinetique est particulierement adapte aux systemes dont 
la position est definie par un seul parametre, e'est-a-dire aux systemes possedant un 
degre de liberte, puisqu'il ne fournit qu'une seule equation scalaire. 


Le theoreme de l'energie cinetique est valable egalement quel que soit le referentiel 
- galileen ou non galileen - mais a condition de tenir compte de la force d'inertie 
d'entrainement dans le travail, le travail de la force de Coriolis etant nul. 



Dans le cas d'un systeme forme de plusieurs points materiels, il faut tenir compte 
des forces interieures (d 'interaction) et exterieures. En effet, bien que les forces 
interieures s'equilibrent d'apres le principe de faction et de la reaction : 



la somme des travaux de ces forces d'interaction n'est pas nulle en general : 
F jk .dOM^F kj .dOM k 

En effet, considerons un systeme forme de deux points materiels Mj et M k sous 
faction respectivement des forces F jk et F kj 

, , — > 

Fe travail elementaire de F jk est : dW ( = F jk . dOMj 

, ^ 

Fe travail elementaire de F kJ est : dW k = F kJ . dOM k 
Fe travail elementaire total : 

dW = dWj + dW k 

= F jk . dOM | + F k| .dOM k 
= F jk .( dOM . - dOM k ) 

= F jk .dM^Mj 

— > 

Fe deplacement relatif d M k Mj est non nul si le systeme n'est pas rigide; dans ce 
cas, le travail des forces interieures est non nul. 

XVI- Champ conservatif - Energie potentielle . 

1- Champ de forces conservatif 

Considerons un point materiel M soumis a faction de la force 
F = e x + F y e y + F z e z 

Par definition, on dit que la force F derive d'une fonction de force U(x,y,z), si les 
composantes du vecteur force sont les derivees partielles de la fonction U par rapport 
a x,y,z : 



_5U _3U _ 3U 

Fx 3x F y 3y Fz 3z 

Le travail effectue par la force F au cours d'un deplacement elementaire dM du point 
materiel M s'ecrit : 

dW = F x dx + Fy dy + F z dz 

dU dU dU 
d'ou : dW = dx + dy + dz 

On remarque que le travail elementaire est la differentielle totale exacte de la 
fonction U(x,y,z) 

dW = dU 

avec : dU = F . dM 

_ — > 

et done : F = gradU 

Le travail de la force conservative F effectue pour deplacer le point materiel M de la 
position A(x j A L ,y j A L /ZA) & ' a position B(xg / yB / z B ) s'ecrit : 

B 

W A = U ( x B'Y B' z b) - U(x A/ y A/ z A ) 

Dans ce cas le travail pour aller de A a B ne depend pas du chemin suivi. II ne 
depend que de la position initiale et finale de la particule. II est inutile de connaitre le 
mouvement et la trajectoire de la particule (voir figure XV.l). 

W A jF.dM = jF.dM 

(AB)j (AB) 2 



A 


Fig. XV.l 


2- Energie potentielle 

Dans le cas particulier ou le travail ne depend que des positions initiate et 
finale , c'est-a-dire ne depend ni de la fa con dont le parcours est effectue au cours du 
temps, ni du parcours suivi, alors la force est conservative et derive d'une energie 
potentielle Ep. 

Par definition la variation de l'energie potentielle AEp = Ep(B) - Ep(A) du 
champ de force F est egale a l'oppose du travail de la force F entre A et B. 

B B - -> 

AEp = Ep(B) - Ep(A) = - = - j" F . dM 

A 


par ailleurs : 


B 

AEp = Ep(B) - Ep(A) = J - dEp 

A 


d'ou : dEp = - F. dM 

Le champ conservatif F derive d'une energie potentielle Ep 

, — > 

done: F=-gradE p E p (1) 

Le signe "moins" dans l'expression (1) montre que le travail de F est une fonction 
decroissante de l'energie potentielle. 



Remarques : 

En general, l'energie potentielle est nulle (Ep = 0) pour des corps en interaction et 
qui sont infiniment eloignes. 

L'energie potentielle en un point M est definie a une constante additive pres ; en 
effet, la variation elementaire de l'energie potentielle s'ecrit : 

dE p = - F . dM 

sa variation entre les points A et M est : 

M M 

f dE p = - Jf. dM 

A A 

done : E p (M) - E p (A) = - jF . dM 

A 

™ - 

d'ou : Ep(M) = Ep(A) - jF . dM 

A 

Done l'energie potentielle en un point M est definie a une constante additive pres, 
(Ep(A) dans ce cas). Par exemple, si l'origine des energies potentielles est choisie a 

1' inf ini. 

E p (A) = Ep(oo) = 0 
d'ou: Ep(M) = -jF.dM 


C'est-a-dire que l'energie potentielle au point M est le travail qu'il faut fournir pour 
ramener ce point de l'infini a sa position, au cours d'un deplacement reversible. 



Dans le cas d'une force qui derive d'un potentiel U qui depend du temps, le travail 
elementaire ne se confond plus avec la differentielle dU. En effet, si le potentiel U 
depend des coordonnees et du temps egalement : 

U = U(x,y,z,t) 

alors la differentielle totale s'ecrit : 


SU 3U 3U 3U 
dU=^ dx + ^ dy + ^ dz + ^ dt 


- - 3U 

d'ou : dU = gradU dM . + ^ dt 


- - 3U 

= F . d M + dt 


3U 

done : dU = dW + dt 


Done le travail elementaire ne se confond plus avec la differentielle dU. 

3- Expression de l'energie potentielle dans des cas particuliers 
a- Cas d'un champ Newtonien 

Considerons un point materiel M place dans le champ d'une force 
Newtonienne F: 





Le travail elementaire de cette force est : 
dW =F. dM 

en coordonnees spheriques ( r, 0 , <p) le deplacement elementaire s'ecrit : 
dM = dr e r + r d0 e 0 + r sin 0 dcp 

d'ou : 

K 

dW = - -j dr 
r z 

par ailleurs : 

dW = - dE p 

done : 

K 

dE P = ^2 dr 

L'energie potentielle au point M s'obtient par integration : 

E P ( M ) = - ^ + cte 



Si on considere que l'origine de l'energie potentielle est a l'infini, Ep(cc) = 0, alors la 
constante est nulle et l'energie potentielle au point M s'ecrit : 

K 

E p (M) = - 7 

b- Energie potentielle de la pesanteur 

Considerons un point materiel M de masse m sounds a l'action de son 

poids : 

P = mg = -mg e z 

z 

y 

X 

Le travail elementaire de P est : 
dW = P . dM 

d'ou : 

dW = - mg dz 
Par ailleurs : 

dW = - dE p 




done : 


Ep = mg z + cte 

si l'origine de l'energie potentielle est a l'altitude zero (Ep = 0 pour z = 0), alors : 

E p = mg z 

On remarque que le signe de l'energie potentielle depend de l'orientation de l'axe des 
z. 


c- Relation entre l'energie potentielle de la pesanteur et l'energie potentielle du 
champ Newtonien 


A la surface de la terre la force de gravition s'ecrit : 



ou R est le rayon de la terre supposee spherique. 

Si le point materiel est situe a l'altitude z de la surface de la Terre son 
energie potentielle est : 


V m >=-rTI 

d'ou : 

E p( M ) = - r 1 + Z /R 


On considere que le point materiel se trouve a faible altitude alors le rapport ^ est 
tres petit et il est raisonnable de faire le developpement suivant : 



1 


1 



z 



+ 



done : 


K r z .z .2 
E p(M) = 'r[1'r + (r) '•••] 

Par ailleurs le champ de pesanteur s'ecrit : 
K 

g ~mR 2 


d'ou : 

E p (M) = -mgR[l-| +(|) 2 -...] 

En negligeant les termes infiniment petits du 2 cmc ordre ou d'un ordre superieur on a 
E p (M) = m g z - m g R 

d- Energie potentielle de la force de rappel d'un ressort 

Considerons un point materiel de masse m attache a un ressort de 
constante de raideur K . 

Lorsque ce point materiel est ecarte de sa position d'equilibre x 0 , il sera sounds a une 
force de rappel : 

F = - K (x - x 0 ) e x 

on pose : X = x - x 0 

d'ou : F = -KXe x 




Le travail elementaire de cette force de rappel est : 
dW = =F. dM 
= - K X dX 

Par ailleurs : 

dW = - dE p 
X 2 

done : E p = K + cte 

Si on prend pour origine de l'energie potentielle la position d'equilibre (E p = 0 pour x 
= 0), alors : 



X 2 

On dit que la force de rappel - K X derive de l'energie potentielle E p = K 



e- Cas ou l'energie potentielle depend du temps 


Considerons un "pendule pesant" constitue d'un enfant sur une 
balancoire, et soit G le centre de gravite du systeme. Ce pendule est assimilable a un 
pendule simple de longueur 1 = OG et de masse m. 

O 



L'energie potentielle du systeme est : 

Ep = m g 1 (1 - cos0) 

ou l'origine de l'energie potentielle est a l'equilibre (0 = 0). Supposons qu'au cours du 
mouvement l'enfant change de position, par consequent le centre de gravite se 
deplace et la longueur 1 est alors une fonction du temps. Dans ce cas la differentielle 
totale de l'energie potentielle s'ecrit : 


dE p 


= - dW + 



dt 


C'est-a-dire que le travail elementaire ne se confond plus avec la differentielle 
dE p . 



f - Energie potentielle d'interaction de deux atomes d'une molecule (liaison 
ionique) 

Considerons une molecule diatomique formee de deux atomes A et B. 
L'atome B est suppose en mouvement par rapport a l'atome A, on pose AB = r. 
Supposons que B est soumis a l'action de deux forces. Tune attractive et l'autre 
repulsive. 


- La force coulombienne attractive (charges opposees) : 
?!=-§■§ ki>0 


- La force repulsive due au principe d'exclusion de Pauli selon lequel deux electrons 
ne peuvent occuper les memes etats quantiques : 


0 k 2 0 
F 2 = - r 3 e r 


k 2 > 0 


Ces deux forces derivent chacune d'une energie potentielle 
k l 

E n (r) = - — 

Pi w r 


et 


1 k 2 

e p 2 ( r ) = 2 12 


L'energie potentielle totale s'ecrit : 
E p (r) = E p (r) + E p (r) 


kl 1 k2 
r + 2 r 2 


sa representation graphique en fonction de la distance est : 



Remarque : 

La condition necessaire pour que B soit en equilibre est 


d'ou : 


ki k2 
- + ~w = 0 

r r 3 


done la position d 'equilibre est a : 

k 2 

r o = k^ 


et la vitesse de B en ce point est nulle 




v = 0 


XVII - Energie Mecanique - Theoreme de conservation . 

1- Definition 

Un point materiel M est caracterise a chaque instant t par son energie 
cinetique E C (M) et son energie potentielle E p (M). L'energie mecanique du point M est 

la somme de ces energies : 

E(M) = E C (M) + E p (M) 

2- Theoreme de conservation de l'energie mecanique 

L'energie mecanique E(M) d'un point materiel M dans un champ de forces 
conservatif est constante au cours du mouvement (c'est la conservation de l'energie 
mecanique) : 

E(M) = E c (M)+ E p (M) = cte 

En effet, d'apres le theoreme de l'energie cinetique, la variation de l'energie cinetique 
d'un point materiel est egale au travail de la force appliquee a ce point : 

dE c = 5 W 

si le point materiel est place dans un champ de forces conservatif, alors le travail de 
cette force conservative est egal a l'oppose de la variation de l'energie potentielle : 


5W = - dE p 

Les deux relations precedentes on deduit : 
d(E c + Ep) = 0 


d'ou : 



done : 


E c + Ep = cte 


E(M) = cte 

Cette constante est determinee par les conditions initiates du mouvement. Si par 
exemple a l'instant initial t = t 0 le point materiel est en M = M 0 et sa vitesse est v = 
v 0 , alors la constante est donnee par : 

cte = E c (M 0 ) + E p (M 0 ) 


Remarque : 

L'energie mecanique est une integrate premiere des equations du mouvement car 
elle ne fait intervenir que les derivees premieres des coordonnees par rapport au 
temps (alors que la loi de Newton ou le theoreme de l'energie cinetique fait 
intervenir la derivee seconde). 




= cte 


De maniere generate on appelle integrate premiere d'une grandeur (energie par 
exemple) qui se conserve, l'equation de conservation ne faisant intervenir que les 
derivees premieres des coordonnees par rapport au temps (equation differentielle du 
premier ordre). 

3- Cas des forces appliquees pas toutes conservatives 

Dans ce cas it n'y a plus conservation de l'energie mecanique. En effet, 
considerons que le point materiel est soumis a deux forces : 

- ¥\ force conservative qui derive d'une energie potentielle Ep 


dE p 


.& 


= -(dW) Fl 



'2 force non conservative. 


D'apres le theoreme de l'energie cinetique : la variation de l'energie cinetique est 
egale au travail de toutes les forces : 

dE c = (dW) Fi + (dW) F2 


d'ou : 


dE c = - dE p + (dW) F2 


done : 


d(E c + E p ) = (dW) F2 

La variation elementaire de l'energie mecanique est done egale au travail elementaire 
des forces non conseratives qui s'appliquent a M : 

dE = (dW) F2 

La variation de l'energie mecanique entre deux points A et B s'ecrit : 

E(B)-E(A) = [w F2 ]® (1) 

Done lors d'un deplacement entre deux points A et B, la variation de l'energie 
mecanique est egale a la somme algebrique des travaux de toutes les forces non 
conservatives (dissipatives) qui s'exercent sur le point materiel entre A et B. 


Exemple : 


Considerons un mobile M qui glisse avec frottement le long d'une pente. 
Ce mobile est abandonne a l'instant tj = 0 sans vitesse initiale du haut de 



la pente (z^ = h). A l'instant tf le mobile arrive au bas de la pente (zg = 0). En un 
point M entre A et B 



et l'energie potentielle : 

E p (M) = m g z 

au point A la vitesse est nulle d'ou : 
E c (A) = 0 


et l'energie mecanique est sous forme d'energie potentielle 
E(A) = m g h 


alors qu'au point B c'est l'energie potentielle qui est nulle 
E p (B) = 0 




et l'energie mecanique est sous forme d 'energie cinetique : 


E(B) = \ mvg 

En appliquant la relation (1) on a : 

1 2 B 

2 mv B - m g h = W A 

Le deuxieme membre represente le travail des forces de frottement entre A et B, c'est 
l'energie dissipee par frottement entre A et B. 

XVIII- Equilibre et stability d'un point materiel dans un champ conservatif . 

1- Position du Probleme 

Soit M un point materiel dans un champ de forces conservatif : 

9 = - grad Ep 

Chercher une position d'equilibre stable revient a etudier si le point materiel M lache 
sans vitesse initiale ne va pas evoluer de lui meme vers une autre position a laquelle 
il va se stabiliser (apres une oscillation autour de cette position). Comme les forces 
sont conservatives, l'energie mecanique est alors conservee : 

E = E c + Ep = cte 

Si on considere qu'a l'etat initial le point materiel est au repos, alors E c = 0 et au cours 
de 1'evolution du point son energie cinetique croit et son energie potentielle decroit. 
L'etat final correspond a une position d'equilibre stable qui correspond a un 
minimum local de l'energie potentielle. 


2- Condition d'equilibre sur l'energie potentielle 



Soit M un point materiel sounds a la force conservative 


- grad E, 


et 



dans le systeme de Serret-Frenet et en faisant intervenir l'abscisse curviligne 



done : 



d'ou : 


dEp = _ ^ 0 
ds ' T 

C'est-a-dire que la derivee de l'energie potentielle par rapport a l'abscisse curviligne 

est egale a l'opposee de la composante tangentielle de la force conservative $ . 
Supposons que le point materiel M est en equilibre dans un referentiel (R). La 

condition d 'equilibre appliquee sur toutes les forces Pj est : 



Si M 0 = M(s 0 ) est la position d'equilibre alors : 



done la condition d'equilibre en un point M 0 = M(s 0 ) est : 


= 0 

s o 


cet equilibre est stable si : 


f d2 Ep~ ] 

l ds 2 J s 0 > ° 


Nous avons alors le cas de la figure XVIII. 1 : 



Fig. XVIII.l 

un ecart par rapport a s 0 implique de petits mouvements sinuso'idaux dits 
mouvements harmoniques. 

L'equilibre est instable si : 

( d 2 Ep^ l 

V ds 2 J S() e 0 







Fig. XVIII.2 

Un ecart par rapport au point d'equilibre s 0 est amplifie et le point evolue vers une 
autre position, eventuellement d'equilibre plus stable si elle existe. 

Le raisonnement fait avec l'abscisse curviligne s peut etre fait avec une autre 
coordonnee quelconque q qui caracterise la fonction du point M. La condition 
d'equilibre sur l'energie potentielle est dans ce cas : 




3- Exemple : Application au cas d'un systeme de particules 




Soit un systeme de n particules A ir de masse mp placees en des points de 
cote Zj. L'energie potentielle du systeme s'ecrit sous la forme : 

n 

Ep= X m ig z i + E p(0) 
i = l 

Soit M la masse du systeme et z la cote du centre de masse. L'energie potentielle 
s'ecrit : 


E p = M g z + E p (0) 

Le minimum de Ep correspond au minimum de z d'ou l'enonce du principe de 

Toricelli : 

L'equilibre d'un systeme pesant est stable lorsque son centre de masse est le plus bas 
possible. 

XIX- Etude qualitative d'un systeme conservatif particulier - Etat lie - 
Etat de diffusion. 


1- Equation du mouvement 

Soit un point materiel M de masse m en mouvement sur une courbe plane 

(C), sans frottement et sous l'action d'une force qui derive d'un potentiel ^ = - 

0, n 

grad E p . 

Comme il n'y a pas de frottement la reaction de la courbe est normale a la trajectoire : 



Appliquons le principe fondamental de la dynamique dans un referentiel galileen 

(Rg) = 


d_0 

dt' 


(M) /Rg 



L'acceleration s'ecrit dans le systeme d'axes de Serret - Frenet sous la forme : 


0..,, <1 0,, dv0 v 2 0 

Y ( M ) /Re = dt v (M) /K g = dt T + 7 n 


ou p designe le rayon de courbure de la trajectoire (C) au point M . 


La projection de la relation fondamentale suivant la tangente donne : 



d_0, A/n 0 0 

m dt v ( M ) /Rg = P • 1 


(2) 


Comme 


derive d'un potentiel E p alors : 


0 

dEp = grad E p . 


dE p = - 


9 


& 


par ailleurs : 


& 


= ds 


0 

T 


d'ou : 


dE p = 


9 


0 

. T 


ds 


done : 




ce qui veut dire que la derivee de l'energie potentielle par rapport a l'abscisse 
curviligne est l'opposee de la composante tangentielle de E . 

0 ds 

En multipliant les deux membres de la relation (2) par v = ; on obtient 


0 dv dEp ds 

lV dt ds dt 


d'ou : 


A 1 

di(2 mv > 



done : 


d 1 

dt<2 mv 


2 + 


E P ) 


= 0 


L'integration de cette equation differentielle donne : 
1 

2 m v 2 + Ep(s) = cte = E 0 


La constante est determinee par les conditions initiales. On retrouve ainsi l'integrale 
premiere de l'energie comme equation du mouvement . 

Remarque : 

L'expression de la reaction est deduite de la projection de la relation fondamentale 
suivant la normale a la courbe : 


done : 




d'ou l'expression de la reaction : 



2- Etude du mouvement dans un cas particulier de l'energie potentielle 

On se place dans le cas particulier ou l'energie potentielle E p (s) est de la 
forme decrite au § XVI.3.f (voir figure XIX. 1). 



Fig. XIX.l 


ou l'origine des energies potentielles est a l'infini Ep(oo) = 0. A chaque instant nous 
avons : 

2 m v 1 2 + Ep = E 

1 

2 mv 2 = E-Ep>0 


d'ou : 



done toutes les regions ouE- E p (s) < 0 sont interdites. 


Pour etudier le mouvement de la particule dans le champ de forces 
conservatif qui derive de l'energie potentielle E p nous allons considerer les cas 
particuliers suivants : 

Premier cas : 

Considerons que E = E^ > E p (co) = 0 (voir figure XIX.l'). 

Supposons que la particule M part du point M 0 (s 0 ) et se deplace vers la gauche alors 
elle atteint la position M ] (sj ) telle que E^ = E p (sj) ce qui correspond a E c = E^ - 

Ep(si) = 0; la particule s'arrete car la region E^ - E p (s) < 0 est interdite. La vitesse de la 
particule s'annule done en ce point et celle-ci repart. M(s^) est appele point de 
rebroussement ; la particule peut aller a priori a l'infini (vers la droite). 


Fig. XIX.l' 

En resume : 

Si le point materiel M est lache a t = 0 du point M 0 (s 0 ) alors il va tendre 
vers la position d'equilibre M(s e ), au cours de cette evolution son energie potentielle 

baisse alors que son energie cinetique croit. Le mouvement du point materiel est 
alors accelere jusqu'en s e . 




Si le point materiel se deplace de sa position d'equilibre M(s e ) a la position M 1 (s^) 
alors son energie potentielle croit tandis que son energie cinetique decroit. Le 
mouvement du point materiel est alors decelere. 

Au cours du deplacement de M 1 (sx) a M(s e ) l'energie potentielle decroit et 
l'energie cinetique croit done le mouvement est accelere. 

Deuxieme cas : 

Considerons que E = E 2 < Ep(cc) = 0. Dans ce cas toute la region E p > E 2 est 

interdite. 


La droite E 2 = cte coupe la courbe Ep(s) en deux points Q et Q'. Seul l'intervalle QQ' 
est permis au mouvement de la particule qui oscille alors entre les positions 
correspondant a l'abscisse curviligne s telle que : 
s Q < s < s Q . 


3- Etat lie et etat de diffusion 


a- Etat lie 




Une particule dans un champ de forces qui derive d'un potentiel est dans 
un etat lie lorsque cette particule ne peut pas s'eloigner infiniment de sa position 
initiale (ceci correspond au 2 erne cas du paragraphe precedent). 

Cela suppose que : 

- Le potentiel possede au moins un minimum 

- L'energie mecanique est plus petite que la valeur de E p (a>) et plus grande 
que le minimum de l'energie potentielle. 

b- Etat de diffusion 

Une particule dans un champ de forces qui derive d'un potentiel est dans 
un etat de diffusion lorsque cette particule peut s'eloigner infiniment de sa position 
initiale. Pour cela il taut que l'energie mecanique soit superieure ou egale a l'energie 
potentielle a l'infini. 

E > Ep(oo) 

(Ceci correspond au premier cas du paragraphe precedent). 

Remarques : 

Si une particule est dans un etat lie, on appelle energie de liberation E] , l'energie 
minimale qu'il taut fournir pour qu'elle passe dans un etat de diffusion. 

Si l'energie mecanique est egale au minimum de l'energie potentielle E = 

Ep(s e ) alors l'etat est lie et le mouvement est stationnaire. II est possible de montrer 
que ce mouvement stationnaire est stable, c'est-a-dire que toute legere perturbation 
du point materiel provoque un mouvement d'oscillations autour de la position 
initiale. Developpons l'energie potentielle au voisinage de la position d'equilibre s e : 

W] (s-s 2 p fd 2 Ep| 

Ep(s) = E p (s e ) + (s-s e )[dsJ s , Se + 2 ! I ds 2 J s , % + - 


Comme E p (s e ) represente un minimum, on a : 



= K > 0 




f d2E pi 

t ds J =0 

v y s = s e 

et 

Us2j s = Se = K>0 


d'ou : 


1 

2 


ds 0 1 

m (dl ) + E p (s e ) + 2 


K (s - s e ) 2 = 0 


C'est l'equation differentielle d'une oscillation autour de s = s e avec la pulsation ImJ 
1/2 

. En effet, si on derive, on obtient l'equation differentielle du second ordre bien 
connue : 


d z 2 

-^2 (s - s e ) + ®o (s - s e ) = 0 

2 K 

ou: “o = m 

Par consequent, l'equilibre (s e = cte) est stable si l'energie potentielle est minimale. 

XX - Etude dynamique du mouvement d'un point materiel soumis a 
une 

force centrale . 

1- Definition 

Un point materiel M est soumis a une force centrale si l'energie potentielle 
d 'interaction de ce point avec un centre de forces O ne depend que de la norme r du 

vecteur position ? = La force centrale s'ecrit en coordonnees polaires sous la 
forme : 

? = - gmd E p (r) 

dE p 0 
"" dr 6r 



elle est portee par le vecteur position r , elle passe done constamment par le centre 
O, ce qui justifie le nom de "force centrale". 

2- Proprietes deduites du mouvement a force centrale 

a- Caractere plan de la trajectoire 

Le mouvement d'un point materiel soumis a une force centrale est plan. 
En effet, le moment en O de la force centrale est nul 

§? /o = & □ ? =0 

et a partir du theoreme du moment cinetique : 



on deduit que le moment cinetique est constant : 



d'ou : 


&- 0 


L m v (VI) / R = cTe 


done le vecteur position OM et la vitesse v (M) / R sont constamment normaux au 
moment cinetique . II en resulte que la trajectoire de M est contenue dans le plan 

perpendiculaire a ^ et passant par O. Done le mouvement d'un point materiel 
soumis a une force centrale est plan. 


b- Loi des aires : 



Les aires balayees par le vecteur position pendant des intervalles de temps 
egaux sont egales. 

Pour simplifier on considere que le moment cinetique est oriente suivant 
Oz : = L 0 el . Ce moment exprime en coordonnees polaires s'ecrit : 


0 0 dr 0 dcp 0 

= r e r □ m e r + r e« 


dt C( P 


= m r 2 


dcp 0 
dt ez 


d'ou le module du moment cinetique : 

r 2 ^- 

L o = mr 2 dt 


(1) 


nous avons defini (VIII-2-c) la constante des aires par : 


C = r 2 


dcp 

dt 


de la relation (1) on voit que : 


C = 


Lq 

m 


C est une constante, puisque le moment cinetique est constant. 



On voit sur la figure que l'aire elementaire dS, balayee par le rayon vecteur est : 

1 

dS = 2 r 2 dtp 

elle s'ecrit en fonction de la constante des aires sous la forme : 

1 

dS = 2 C dt 

ce qui demontre la loi des aires : les aires balayees pendant des intervalles de temps 
egaux sont egales . 

c- Nature conservative de la force centrale 

Toute force centrale derive d'un potentiel. En effet, considerons la force 

centrale : 



Le travail elementaire de cette force est : 




ou le deplacement elementaire en coordonnees polaires 


e r + r dcp e (p 


d'ou : 


XU \ 0 (A 0 a. A 0 \ 

dW = F(r) e r . (dr e r + r dcp e^ ) 

= F(r) dr 

Le travail de la force centrale entre A et B s'ecrit : 

B rB 

w A = / F(r)dr 

r A 

B 

Comme F(r) ne depend que de r alors le travail entre A et B, W A , ne depend que de 
r A et r B , ou en deduit que F(r) derive d'un potentiel. Alors : 


dW = - dE p 
et dEp = - F dr 

3- Equation du mouvement - trajectoire 

Soit un point materiel M place dans un champ de forces conservatif. La 
conservation de l'energie mecanique s'ecrit : 

E = E c + Ep = cte 

1 

= 2 m v 2 + Ep(r) 


En coordonnees polaires la vitesse est donnee par : 


0 


v(M) /R 


dr 0 dcp 0 


dt 


e r + r 


dt C <P 



d'ou l'integrale premiere de l'energie. 


^ 1 [f^L] 2 (d 

E = 2 m LUtJ + r2 vdt 


(2) 


par ailleurs (1) : 


c = is =r 2^e 

m dt 


Ces deux equations permettent de determiner les equations du mouvement et la 
trajectoire . 


En effet, a partir de (1) on a : 

dtp _C _ L q 
dt r 2 mr 2 


(3) 


en portant dans (2) on a : 


2 _ 

m 


[E - E p (r)] = l^dtj + r2 3T 


dr) 2 n C 2 
r 4 


d'ou : 


2 

r m C 2 1 

vdtj m 

j_E - Ep(r) - ~2 J 


2 

2 

r L o i 

m 

L E - E pW-2r2m J 


done : 



(4) 


dr 

dt 


i [ e - e p( 


T) _— IS- 1V2 

■ ' 2 m r 2 J 


Le rapport de (3) sur (4) donne : 
dtp 

dtp dt L q 

dt _ dr _ m r 2 

dt [A( 


E-En- 


P 2m r 2 


)] 


- — \ l 2 / 2 


La trajectoire s'obtient par integration : 

L n dr 


9 


r2{2m(E-E p -^)} 1/2 


90 


Cas particulier d'une force Newtonienne : 


Considerons que la force centrale E est newtonienne, c'est-a-dire : 


K0 


,-2 e r 


K est positif ou negatif suivant que la force est attractive ou repulsive. L'energie 
potentielle associee a F est : 

U r — 0 u K 
E P = J r 2 e r dr = - r 

Si on adopte comme origine des energies potentielles celle pour r infini, done : 


K 

E d = -- 
P r 



L'equation de la trajectoire : 


r 


cp = 


J 


r 2 { 2 m (E 


L 0 dr 

2 

e 1 K 1 _ L Q ,il/2 

r 2m r 2 'J 


+ 90 


ou s = +1 dans le cas attractif. 

= -1 dans le cas repulsif. 


n m 2 n m s | K | 

Posons le changement de variables : a 2 = K 2 + 2 m E et b = j 

L„ ° 


d'ou : 


a 2 - b 2 = 2m (e 


e I K I 


2m r 2 


et : 



dr 


done : 


r db b 

9 = J " 1/2 +90 = -Arc cos (-) + epo 

(a 2 - b 2 ) 


ceci s'ecrit egalement sous la forme : 


M m ^|K|+Y) 
cos (9 - 90) = f 


8 + 


m | K | r 


■K 2 

2 + 2 m E 


m- 2 
L„ 


11/2 


2L„ 


2 A 


11/ 2 


1 + 


K 2 


Si on pose : 



2L_ 


p =^iiT e * e= ( 1+ ^ E ) 


1/2 


On obtient : 


P 

s + - = e cos (cp - (po) 


Soit : 


P 

e cos (cp - cpo) _ £ 


Cette equation represente en coordonnees cylindriques une conique dont le centre O 
est l'un des foyers, p le parametre focal et e l'excentricite (voir annexe). 



PARTIE E 



Tout objet peut etre considere comme un systeme de points materiels Mj de 
masse mj et de vitesse v(M ; ) . 

La force FJ qui agit sur le point Mj du systeme peut etre egalement consideree 
comme etant la resultante d'une force f ; ext exercee de l'exterieur du systeme sur le 

point Mj et d'une force exercee par toutes les particules Mj (j#i) du systeme sur 

j*i 

Mj. Ainsi la force Fj agissant sur Mj s'ecrit : 

F = f ext + Yf.. 

i i L-i ij 

fj £Xt est une force dite exterieure. 

fjj est une force dite d'interaction qui est une force interne au systeme. 

La resultante Fdes forces appliquees sur tout le systeme c'est-a-dire sur 
l'ensemble des points Mj est : 

F-Z5-Z5- 

i i 1=1 

Or la double sommation ^ ^ f - est nulle car les forces d'interaction s'annulent deux 
i j*i 

a deux et il reste done uniquement la somme des forces exterieures dans la resultante 
F: 

F= ZF.=Z f “ 

i i 

XXXVI- Theoremes seneraux pour un systeme de points materiels. 


1- Quantite de mouvement d'un systeme - Theoreme associe 


a- Definition 

Soit un systeme de n points materiels Mj, M2 , ... , Mj, ... M n de masses 
respectives m^, m 2 , ... , mj, ... , m n et de vitesses respectives v (M 2 ) /r , v (M 2 ) /r , ... , 
v (Mj) /r ... , v (M n ) /r par rapport a un referentiel quelconque (R). 

La quantite de mouvement d'un point Mj est definie par : 

Pi = m j v (Mj) /R 

et la quantite de mouvement totale du systeme de points materiels est definie alors 
par rapport au referentiel (R) par : 


P = ZPi=2>iV(M,) /R 

i=l i=l 


b- Theoreme de la quantite de mouvement 

Soit P la quantite de mouvement totale d'un systeme de points materiels par 
rapport a un referentiel (R) et F ext la resultante des forces exterieures appliquees au 
systeme; le theoreme de la quantite de mouvement exprime que la derivee par 
rapport au temps de P est egale a F ext : 


dP 

dt 


= F, 


( 1 ) 


Demonstration : 

On applique le principe fondamental a un seul point, Mj parmi les n points 
materiels qui constituent le systeme : 


dP 1 

dt 


= F 



avec P; = rrij v (Mj ) /r et Fj = f”' + X telle que nous l'avons definie au debut du 

j*i 

chapitre. Pour tout le systeme nous avons, compte tenu de ce qui precede : 


dP 

dt 


dt 


<Ep,) = X 


dt 


-Z3 


i=l 


or : 


n 


i=l j*i 



+ zz?, 


i=l j*i 


HP n _ 

d'ou : — - X f i ext = F ext 

dt i=l 

Remarques : 

On peut verifier aisement que la double sommation est nulle sur un exemple d'un 
systeme a trois particules : 


ZZ f »= f .: 

1=1 j*l 


+ f„+ f,,+f„ + f„ +f,. 


or: f 12 + f 2i = 0 ; f 13 +f 3 i=0 etf 23 + f 32 = 0 

done: XX^u = 0 


ce que l'on peut generaliser pour un systeme a n particules, n quelconque. 

^ — * —* 

Si le systeme de points materiels est isole; nous avons alors F ext = 0 et dans la 

relation (1) nous aurons : 



dP -> 

— = 0 d'ou P = cte 

dt 


done il y a dans ce cas conservation de la quantite de mouvement totale du systeme . 


Dans ce qui precede nous n'avons pas precise si le referentiel (R) est galileen ou 
pas. Dans le cas ou (R) n'est pas galileen il faut inclure dans f cxt et par consequent 

n ___ 

dans F ext = ^f, cx ' les forces d'inertie. 

i=l 


2- Moment cinetique d'un systeme - Theoreme associe 
a- Definition 

Soit un systeme de n points materiels Mp M2, ... , Mj ... , M n de masses irq, 
m2, ... , mp ... m n et de vitesses respectives v(Mi)/r , v(M2)/r , ... , v(Mj)/R ... , 
v (M n ) /r par rapport a un referentiel (R); le moment cinetique d'un point Mj en un 
point O est defini par : 

L' () = OMi A mi v (Mj) / R 

L ‘ 0 represente done le moment par rapport a O du vecteur quantite de mouvement 
P ; = mi v (Mj) /r applique au point Mj. 

Pour le systeme de points materiels, le moment cinetique total L 0 en un 
point O est la resultante des moments cinetiques en O de chaque point Mj, e'est-a- 
dire : 


L 0 = ZC 0 = J OM, A mj v (Mj) /R 

i=l i=l 


( 2 ) 



= JoMiAPi 

1=1 

b- Theoreme du moment cinetique 

La derivee par rapport au temps du moment cinetique en O d'un systeme de 
points materiels est egale a la somme des moments par rapport a O des forces 
exterieures qui agissent sur les differents points du systeme ; et nous avons : 

dL ^= VOM.Afr (3) 

dt 


Demonstration : 

Pour le point Mj nous avons L' () = OM, A P ; 
; d'ou la derivee par rapport au temps : 


dLo. 

dt 


- OM, A — + 
dt 


dOM, 

dt 


A P ; 


0 i t dOM, 

Or, les vecteurs L = 

dt 

, , , dOM; 
consequent le terme — - — L 


v (Mj) /r et P; = mi v (Mj) /r sont colineaires, par 

A Pj est nul et nous avons : 


dA, 

dt 


OM, A 


dP^ 

dt 


- OM, AF; 


F = Fj= etant la force agissant sur Mj. 


Determinons — - compte tenu de ce qui precede : 
dt 


— = -ye 0 

dt dt j 



y jAi 

i dt 


^OMi AF t 


= ^OM, Af^ 1 + ^OMi A 

i 1 j*i 


Le terme ^OMi A a = 0 , car, en developpant la double sommation, a chaque 

i j*i 

force fy applique au point Mj on lui associe f- applique au point j et ainsi on trouve 
des termes qui s'annulent deux a deux car etant de la forme : 

OMj Afy + OMj Afjj 

que nous pouvons ecrire, du fait que fy - f ~ sous la forme : 

= OMj Afy - OMj A fy 

= (OM, -OMj ) A fy 

= MjMj A fy= Opuisque la force fy est par definition portee par la 
direction MjMj . 


Finalement, nous avons : 



d_ 

dt 


E c » = Af,“ 


expression que nous cherchions a demontrer. 



Remarque : 

* L'expression ^OM A ^f n = 0 peut etre verifiee aisement sur un exemple de 

i j*i 

systeme a trois points materiels i = 1, 2, 3. En effet : 

Z OMi A Z5j = °Mi Af 12 + OMj A f 13 

i=l j*i 

+ OM 2 Af 21 + OM 2 Af 23 
+ OM 3 A f 31 + OM 3 A f 32 

et en regroupant les termes en fjj et fj, nous avons : 

X OM ; A - OMj Af 12 + OM 2 Af 21 
i=l j*i 

+ OM, A f 13 + OM 3 A f 31 

+ OM 2 Af, 3 + OM 3 A f 32 
= M^M, AfjT + M^Mj A f 13 + m Ji 2 Af 23 


or : M 2 Mj Af 12 = 0 

A f 13 = 0 


M 3 M 2 Af 23 = 0 

d'ou : 


E 0M i A X f « =5 


i=l j*i 



— * t — * 

Pour un systeme isole de points (dans le sens ou l'on a f ; ex = 0 quel que soit le 
point Mj), il y a conservation du moment cinetique total par rapport a un point O. 
En effet : 


— - -yc 0 

dt dt ; 


- Z- e « 

^dt 0 


Or nous avons : 


— C 0 = OMj A fj CXt = 0 (systeme isole) 

dt 


d'ou : 


— = Z-C 0 = 6 

dt T'dt 


et par consequent : 


L 0 y,L n cte 


il y a alors conservation du moment cinetique total. 


XXVII- Notion de centre de masse d'un systeme - Theoreme associe . 

1- Definition 

On considere un systeme de n points materiels M], M 2 , ... Mj, ..., M n de 
masses respectives irq, m 2 , ..., mj, ..., m n et soit O un point origine quelconque. 



On appelle centre de masse (ou centre d' inertie) C d'un systeme de points 
materiels, un point fictif dont la position par rapport au point origine quelconque O 
est donnee par : 


^ XmiOM, 

OC - 

A m i 


Si m = ^ mi est la masse totale du systeme, nous pouvons egalement ecrire : 
i 


OC 


X m i 0M i 

i 

m 


( 4 ) 


Remarques : 

La position du centre de masse C ne depend pas de l'origine O, mais depend 
uniquement de la distribution geometrique des masses. En effet : 


_ Zm,OM, 

OC - -4 

m 

L'origine O peut etre prise au point C lui meme et nous avons alors : 


E m , CM, =6 (5) 

i 

cette derniere relation definit done le point C sans intervention de points exterieurs ; 
done C ne depend pas du point origine O. Par ailleurs C est defini de maniere unique 
par cette meme relation. En effet soit un autre point C 1 verifiant egalement la relation 
(5). Nous avons alors : 


Em, C'M, = 0 



= 2>,C'C + 2>,CM, 

i i 

— ^ 

or : ^nyCM, = 0 d'apres (5) 

i 

d'ou : ^nijC'C = 0 


et par consequent C 1 et C sont confondus, ce qui traduit l'unicite du centre de masse 
C. 

Le centre de masse coincide avec le centre de gravite si le systeme de points 
materiels est dans un champ de la pesanteur g uniforme dans la limite du systeme. 



En effet le centre de gravite G du systeme est defini par : 


OG - -S= 

2, m iSi 


( 6 ) 


mj est la masse du point Mj et gj le module du champ de la pesanteur au point Mj ; 
comme ce champ est suppose constant ( g uniforme) alors gj — g — cte et la relation 
(6) s'ecrit : 


OG 


Z m l g° M i 

Z m i§ 


X m i°Mi 

X m . 



X m i 0M i 


= oc 

Le centre de masse C coincide done bien avec le centre de gravite G dans le cas de g 
uniforme. 

2- Vitesse du centre de masse 

Soit (R) un referentiel quelconque et C le centre de masse d'un systeme. On 
definit la vitesse de C par rapport a (R) par : 


V(C)/R = 


( -> \ 

dOC 

dt 

V J/R 


^ m i v(Mi) /R 



que l'on peut ecrire egalement sous la forme : 

v(C)/ R = -2^ (7) 

m T 

avec m = masse totale du systeme et P, = irq v(M ; ) /r quantite de mouvement 

i 

du point Mj par rapport a (R). 


Remarques : 

/V — * » ^ — ► 

Soit P= 2, quantite de mouvement totale du systeme de points materiels; 

i 

d'apres (7) nous avons done : 


P = m v(C) /r 



C'est-a-dire que la quantite de mouvement totale d'un systeme de points materiels 
est egale a celle de son centre de masse affecte de la masse totale du systeme. 

Si la vitesse du centre de masse est nulle, le systeme de points materiels en tant 
qu'un tout est au repos, les differents points pouvant etre en mouvement. 


3- Moment cinetique d'un systeme de points materiels en introduisant le 
centre de masse 

Le moment cinetique total en un point O d'un systeme de points materiels 
est egal a la somme du moment cinetique en O du centre de masse C affecte de la 
masse totale m du systeme et anime de la vitesse v(C) /r , et du moment cinetique 
du systeme de points materiels au centre de masse C ; c'est-a-dire : 


L 0 /r= OC A mv(C)/R+ X CM i A m i v(Mj)/r 


( 8 ) 


Demonstration : 

Nous avons vu § 1,2 que L! 0 /r = OM; Am;v (Mj) /r 
pour le point materiel Mj ; introduisons le centre de masse C dans cette expression : 


OM, = OC + CM, 


L o/ r= OC A mi v(Mj) /R + CM, 


A mj v (Mj) /R 


et le moment cinetique total s'ecrit : 


Lo/R = ZL'o /R 

i 

- X°C A mj v(Mj)/ R + X CM i A m i v(Mj) /R 

i i 



= OC A z m i v(M i )/ R + A mi v(Mi)/ R 

i i 

Or nous avons vu precedemment § 11,2 que : 

^m i v(M i )/ R = mv(C) /r 

i 

-> 

= p 


d'ou : L 0 /r=OC Amv(C)/R- 


Z-i 




4- Theoreme du mouvement du centre de masse 


Dans le mouvement d'un systeme de points materiels par rapport a un 
referentiel (R), le centre de masse C se deplace comme si toute la masse du systeme 
etait concentree en ce point C et sur lequel etaient appliquees toutes les forces 
exterieures agissant sur le systeme. Ainsi on pourra ecrire : 

nAv(C) /R =F„, (9) 

dt 


avec : 



Demonstration : 

Soit Pj = mj v(Mj) /r la quantite de mouvement du point Mj. D'apres le 
principe fondamental applique a Mj : 


dt 


= F; 



i*j 


en faisant la sommation sur les differents points du systeme : 




= z tr + zz f « 

i=l i=l j*i 


= Zf,“ = Fe 

i=f 



avec P = la quantite de mouvement totale du systeme, ou encore P= m 

i 

v(C) / r. D'ou : 


m — v(Q/r = F e; 


Remarques : 

/V* — ' — "■ (j. ^ — "■ 

Si le systeme est isole, F ext = 0 et par consequent m— v(C) /r = 0, c'est-a-dire 

v(C) /r - cte ; le centre de masse C est alors anime d'un mouvement rectiligne et 
uniforme. 

— ► 

Si le referentiel (R) n'est pas galileen, la resultante des forces exterieures F ext 
concerne aussi bien les forces appliquees que les forces d'inertie. 

XXVIII- Referentiel du centre de masse - Theoremes de Koenig. 


1- Definition 



On appelle referential du centre de masse (R c ) associe a un referential (R) 
un referentiel lie au centre de masse C du systeme et tel qu'il soit en mouvement de 
translation par rapport au referentiel (R). 

Remarques : 

Le referentiel du centre de masse (R c ) n'est pas en general galileen; pour qu'il le soit 

il taut que la translation par rapport a (R) soit rectiligne uniforme, c'est-a-dire que 

— ^ 

l'on ait v(C) /r = cte et que (R) soit lui meme galileen. 

La quantite de mouvement totale du systeme par rapport au referentiel du centre 
de masse (R c ) est nulle, c'est-a-dire : P /r c = 0 . 

En effet soit un point Mj du systeme et (R) le referentiel par rapport auquel (R c ) est 
en mouvement de translation. D'apres la loi de composition des vitesses nous avons : 

v(Mj )/r = v(Mj ) /r c + v e (Mj ) (1) 

avec v(Mj) /r c = — CM ; e t l a vitesse d'entrainement v e (Mj) = v(C) /r ( Rc) etant en 

mouvement de translation par rapport a ( R ) ; or la vitesse du centre de masse est 
par definition : 


X m i V( M i)/R 

v(C)/r = — (2) 

m 

et en remplacant v(M ; ) /r par son expression (1) nous obtenons dans (2) : 

m v(C) /r = X m i v(Mj)/R c + X m i v(C) /r 
i i 

= Z m i v(Mj)/ Rc + m v(C) /r 


d'ou X mi v(Mj)/ Rc =0, c'est-a-dire que la quantite de mouvement totale du 
i 

systeme est nulle par rapport a (R c ). 



( 3 ) 


P/R C = Z mi v(M i )/R c = m v(C)/r c =0 
i 

2- Premier theoreme de Koenig (relatif au moment cinetique) 

Soit (R c ) le referential du centre de masse (done en mouvement de 
translation par rapport a un referential (R)); le premier theoreme de Koenig exprime 
que le moment cinetique d'un systeme de points materiels L 0 /r par rapport a (R) en 

un point O quelconque est egal a la somme du moment cinetique en O du centre de 
masse C affecte de la masse totale du systeme et anime de la vitesse v(C) /r et du 
moment cinetique total en C du systeme par rapport au referential (R c ) : 


L 0 /r= OCA mv(C)/ R +X CM i A m i v(M i ) /Rc 


( 4 ) 


Demonstration : 

Pour un point Mj du systeme nous avons : 
v(Mj)/r= v(M i )/ Rc + v(C)/R 

qui exprime la loi de composition des vitesses ; d'ou : 

mi v(Mj ) /R = mi v(Mj ) /r c + mi v(C) /r (5) 

la quantite de mouvement totale du systeme permet d'ecrire : 

P/R^Z m i v(Mj ) /r 
i 

V(C)/R= ^ 
m 

et en remplacant dans (1) : 

p 

mi v(Mj ) /r - mi — + mi v(M ; ) /r c 


( 6 ) 



Le moment cinetique d'un systeme de points est donne par la relation II, 8 : 

L 0 /r= OCA mv(C)/R +X CM i A m i v(Mj)/r 

i 

et en y remplagant mj v(M ; ) /r par son expression (6) nous obtenons : 

L 0/ r = OC A mv(C)/ R +XCM, A mj ^CM, A mi v(M i ) /Rc 

i ^ i 

Le second terme est nul ; en effet : 

VCM; Ami^^VnijCM, =0 

i m j m 

du fait que CM, = Od'apres 11,5. Finalement nous avons l'expression 

i 

recherchee: 

L 0 /R = OCA mv(C)/R +X CM i A m i v(M i )/R c 

i 

que l'on peut ecrire egalement sous la forme : 

L o/ R= OCA P/r + ^CM, A P i/Rc (4') 

i 

avec P /r - m v(C) /r et P, /r c = ny v(Mj) /r c 

Remarque : 

^ i ^ — * 

Dans les expressions (4) et (4'), la quantite L c /r c = ^CM ; A Pi/R c represente le 

i 

moment cinetique interne du systeme, c'est-a-dire le moment cinetique au point C 
par rapport au referentiel (R c ). Ainsi nous pouvons ecrire le moment cinetique en un 
point O quelconque : 

L()/R= OC A P/r + L c /r c 

Si on se place dans (R c ) : 

L 0 /R c = OCAP/r, + l c/Rc 



- L c /R c ( P /r c etant nul) 


O etant quelconque, il est par consequent inutile de preciser le point ou l'on 
determine le moment cinetique interne et on ecrit tout simplement : 


L c /r c - L/r c 


3- Deuxieme theoreme de Kcenig (relatif a l'energie cinetique) 

Avec les memes donnees precedentes, le deuxieme theoreme de Koenig 
exprime que l'energie cinetique totale E c /r d'un systeme de points materiels par 
rapport a un referentiel (R) est egale a la somme de l'energie cinetique (exprimee par 
rapport a (R)) du centre de masse C affecte de la masse totale m du systeme et anime 
0 

de la vitesse v(C) /r , et de l'energie cinetique du systeme en mouvement par 
rapport au referentiel du centre de masse (R c ) associe a (R). Ainsi le theoreme 
s'exprime par la relation : 

Ec/R = | v 2 (C), r +2:^ (7) 


E c /r = (Mj) /r est l'energie cinetique totale du systeme par rapport a (R) ; 

i ^ 

m _ 9 

— v (C) /R est l'energie cinetique par rapport a (R) du centre de masse C ; 

v 2 (Mj) /r c est l'energie cinetique du systeme en mouvement relatif dans le 

i ^ 

referentiel du centre de masse, appelee egalement energie cinetique interne du 
systeme. 


Demonstration : 


L'energie cinetique du systeme est : 



e c/r= It v 2 (m,) /r 

D'apres la loi de composition des vitesses pour le mouvement de translation de (R c ) 
par rapport a (R) 

v(Mj)/r= v(M ; ) /r c + v(C) /r 

et en rcmplacant dans l'expression de l'energie cinetique nous obtenons : 

Ec/R= Zy (v(M i ), Rc +v(C ), R ) 2 

i ^ 

= '' 2 ( M i)/R c + v(C)/R ^m i v(M i )/R c + v 2 (C)/r 

i ^ i i ^ 

Le second terme est nul d'apres (111,3) et le troisieme terme s'ecrit : 

Zy v 2 (C) /r =|v 2 (C) /r 
nous avons finalement le resultat (7) recherche : 

Ec/R=yV ! (C)/ R + Xy v 2 (M ( ) /Rc 


expression que nous pouvons ecrire egalement sous la forme : 

p 2 

E c /R = + E c /r c 


2m 

systeme. 


— v 2 (C) /r et E c /r c = v 2 (M 1 )/r c l'energie cinetique interne du 


Remarques : 

D'apres l'expression (7') nous avons : 



p 2 

E c / r = + E c /r c 

et par consequent E c /r > E c /r c . Ainsi nous pouvons dire que l'energie cinetique d'un 
systeme est minimale dans le referentiel du centre de masse (R c ) 

4- Propriety de l'energie cinetique dans (R c ) dans le cas d'un systeme a deux 
particules 

Soit un systeme de deux particules M ] et M2 de masses respectives m 1 et 
m2, et de quantite de mouvement P, /r c et P 2 /r c . Exprimons le rapport des energies 
cinetiques de M j et M2. 

Ec(Mi)/r c = | mi v 2 (Mi)/r c - ^ 

E c (M 2 )/r c = \ m 2 v 2 (M 2 )/r c - ^ 
d'ou le rapport : 

Ec(Ml) / R c _ m 2 p,k m 

Ec(m 2 )/r c - m , (8) 

Or nous avons d'apres, la quantite de mouvement totale du systeme : 

P/R c = Pi/Rc + P 2 /R c = 0 

d'ou: P,/r c = - P 2 /R c 

et encore : 

Pi 2 /Rc = P- 2 /Rc 

Soit en remplagant dans (8) 


E c (Mi)/r c m 2 
E c (M 2 )/r c “mi 


( 9 ) 



c'est-a-dire que dans le cas d'un systeme a deux particules, le rapport des 
energies cinetiques de ces deux particules par rapport a (Rc) est egal a 
l'inverse du rapport de leurs masses. 

Par ailleurs nous pouvons egalement deduire de la relation (9) que si 
m l > m 2 , alors E c (Mi)/r c < E c (M 2 )/r c 


XXIX- Notion d'energie interne d'un systeme de particules . 

1- Energie potentielle d'interaction (d'origine interne au systeme) 

En reprenant ce que nous avons vu au debut de cette partie, une particule 
Mj d'un systeme est soumise a une force resultante qui peut s'ecrire : 

F = f ext + Yf.. 

i i Lu ij 

j*i 

ou fj ext est la force exercee par le milieu exterieur au systeme sur la particule Mj et fy 
la force d'interaction exercee sur Mj par la particule Mj et par consequent 

la resultante de toutes ces forces d'interaction agissant sur Mj. 

Le travail elementaire de la force exterieure f ; ext agissant sur Mj 
deplacement dM; est : 

dW- Xt - f, ex ' • dM, 

De meme le travail elementaire de la resultante des forces d'interaction agissant sur 
Mj lors d'un deplacement dM ; est : 

dW”’* = • dM i 

j^i 


est 

j^i 

lors d'un 


Dans le cas ou les forces d'interaction derivent d'un potentiel, on definit la 
differentielle de l'energie potentielle d'interaction de la particule Mj par : 



(1) 


= -(X*s)' d H 

j*i 

et pour l'ensemble du systeme le travail elementaire associe est par consequent : 

dw int - x dw' nt 

i 

= ECS )■«, 

> S*i 


et on definit alors la differentielle de l'energie potentielle d'interaction du systeme 
par : 



int 


(dEp)i 


) -dMj) 

i ')*' 


(2) 


Finalement l'energie potentielle d'interaction du systeme est Ep que l'on obtient par 
integration de l'expression (2) : 

Ep* =-EEjt,.dM i + cte 

i j*i 

cette energie potentielle d'interaction est done definie a une constante pres . 

Remarques : 

* Le terme ^((^fy ) • dM, ) dans la relation (2) n'est pas nul en general; en effet cette 

i j*i 

double sommation comporte des termes que l'on peut regrouper deux a deux sous la 
forme : 


f y -dMj + f,, • dMj 


Or fy = - fjj et done la somme precedente s'ecrit : 



fjj- dMi +f ji - dMj - i l} ( dM ; - dMj) 


= fj j - dM~M. 

— ^ 

dMjM est le deplacement relatif de Mj par rapport a Mj qui n'est pas nul lorsque le 
systeme n'est pas rigide. 

Sur un exemple simple de trois particules, la double sommation peut etre explicitee 
aisement en fixant a chaque fois une valeur de i et en faisant varier j. 

ZZV d M,= (fi2-dM 1 + f 1 3'dM,) + (f 2r dM ! + f B -dM 2 ) 

1=1 j’ 5 ! 

i<i<3 

+ (f 31 -dM 3 + f3 2 -dM 3 ) 

= f 12 (dM, " dM 2 ) + f 13 ( dMj" dM 3 ) 

+ f 23 (dM 2 - dM 3 ) 

or : dM, - dM 2 = dOM, - dOM 2 

= d(OM 2 +OMj) 

= dM 2 M 1 


d'ou : 


=f, 2 -dM 2 M, + f 13 - d M>, + f 23 -dM> 2 

1=1 j« 

* En ecrivant la relation (1) : (dEp) i = - ( ^ f l( ) -dMj comme differentielle totale, 

j*i 

nous avons implicitement suppose que la resultante des forces d'interaction qui 
agissent sur Mj est conservative, c'est-a-dire encore que l'on a : 



-(XV'dM, = - grld(E p )“ 
j*i 


L'energie potentielle d'interaction ne depend pas du referentiel mais depend de la 
configuration du systeme. 

2 - Energie interne d'un systeme de particules 

On appelle energie interne U d'un systeme de points materiels, la somme 
de l'energie cinetique (exprimee par rapport a (R c )) et de l'energie potentielle 

d'interaction definie precedemment. 

int 

U - E c /r c + E p 

3 - Cas d'un systeme isole - Conservation de l'energie interne 

Soit un systeme de points materiels soumis a des forces conservatives, il y a 
conservation de l'energie mecanique E du systeme 

E = E c /r + E p - cte (3) 

or d'apres le deuxieme theoreme de Koenig (§. XXVIII, 3) nous avons : 

P 2 /R 

E c /R = E c /r c + 2m 


et dans l'expression (3) : 


P 2 /R 

E = E c /r c + ~2m~ + E p = cte 

Le systeme etant suppose isole, la quantite de 
-> , p2 /R 

constante P /r = cte , done 2m es t un terme constant; et en 


( 4 ) 

mouvement totale est 
prenant la differentielle 


de (4) nous avons : 


dE = d(E c /R c 


P 2 /R 
+ 2m 


+ E p ) - 0 



et done 


dE = dE c /R c + dE p = 0 


( 5 ) 


Puisque le systeme est isole dEp = dE p , l'energie potentielle du systeme est egale a 
une constante pres a l'energie potentielle d'interaction des particules du systeme. 

En effet : 


int ext 

dEp = dEp + dEp (6) 

dEp etant l'element differentiel de l'energie potentielle associee aux forces 
conservatives f ; ext d'origine exterieure au systeme et agissant sur les points Mj , e'est- 
a-dire : 


dEp X =-Xr.dM ; 


Les points materiels etant isoles f^ 1 = 0 , done : 


1' expression (5) se reduit alors a : 

dEp = dEp 

et dans (5) nous obtenons : 

dE c /R c + dEp = d(E c /R c + E p ) = 0 

or U = E c + Ep represente l'energie interne du systeme; done nous avons 
finalement : 


dU = 0 et U = cte 



L'energie interne d'un systeme de points isoles soumis a des forces conservatives est 
une constante du mouvement. 

Remarque : 

Lorsque les forces d'interaction (d'origine interne) pour un systeme isole ne 
derivent pas toutes d'un potentiel, l'energie interne n' est plus conservee, comme 
c'est le cas d'une collision inelastique. 



P ARTIE A 


I - Reperage d'un point materiel. Systemes de coordonnees, surfaces et courbes 

coordonnees 

1- Systemes de coordonnees 

a- Coordonnees cartesiennes 
b- Coordonnees cylindriques 
c- Coordonnees spheriques 

II - Surfaces coordonnees. Courbes coordonnees 

1- Definitions 

a- Surface coordonnee 
b- Courbe coordonnee 

2- Application au cas de systemes de coordonnees simples 

a- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cartesiennes. 
b- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cylindriques 
c- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees spheriques 

III - Systemes d'axes locaux ("reperes locaux") 

1- Position du probleme 

2- Determination du "repere local" dans le cas general 

a- Direction et sens des axes locaux 

b- Vecteurs unitaires de base du systeme d'axes locaux 

3- Systemes d'axes locaux en coordonnees cartesiennes, cylindriques et 
spheriques 

a- "Repere local" en coordonnees cartesiennes (q a = x , q 2 = y , q 3 = z) 
b- Repere local en coordonnees cylindriques (q i = r, q 2 = cp, q 3 = z) 
c- Repere local en coordonnees spheriques : (qi= p , q 2 - 0, q 3 = cp) 
d- Passage d'un repere local a un autre 

4- Cas particulier : repere local de Serret Frenet et formules associees. 

a - Presentation 

b - Elements caracteristiques d'une courbe (trajectoire) 
c - Triedre et base de SERRET FRENET 
d - Formules de SERRET-FRENET 



IV - Caracteristiques fondamentales de la cinematique 


1- Trajectoire - Equations parametriques du mouvement 

a - Trajectoire 

b- Equations parametriques 

2- Vitesse d'un point materiel 

a- Vitesse moyenne 
b- vitesse instantanee 
c. Hodographe du mouvement 

3- Acceleration d'un point materiel 

V - Composantes de la vitesse dans differents reperes locaux 

1- Repere local en coordonnees cartesiennes 

2- Repere local en coordonnees cylindriques 

3- Repere local en coordonnees spheriques 

4- Dans le repere de SERRET-FRENET : 

VI - Composantes de l'acceleration dans differents reperes locaux 

1- Repere local en coordonnees cartesiennes 

2- Dans le repere local en coordonnees cylindriques 

3- Dans le repere local en coordonnees spheriques 
4. Dans le repere de SERRET FRENET 

VII - Exemples de mouvements particuliers simples 

1- Mouvement rectiligne 

a- Definition 

b- Mouvement rectiligne uniforme 
c- Mouvement rectiligne uniformement varie 
d - Mouvement rectiligne sinusoidal 

2- Mouvement circulaire 

a- Definition 

b- Vecteur vitesse de rotation 
c- Vecteur acceleration 


3- Mouvement helicoidal 



a- Definition 

b- Equations parametriques. 
c- Expression du vecteur vitesse : 
d- Expression de 1' acceleration 

VIII - Mouvement a acceleration centrale 

1- definition : 

2- Proprietes du mouvement a acceleration centrale. 

a- Constante du mouvement 
b- Caractere plan du mouvement : 
c- Loi des aires : 
d- Sens du mouvement : 

3- Formules de Binet : 

a- Premiere formule de Binet 
b- Deuxieme formule de Binet 

4- Exemples de mouvements a acceleration centrale 

a- Particule dans un champ Newtonien. 

b- Particule soumise a une force centrale attractive proportionnelle 
a la distance 

IX - Changement de Referentiel 

1- Position du Probleme : 

2- Divers types de mouvements simples de (R 1 ) par rapport a (R). 

a- Mouvement de translation 

b- Mouvement de rotation de (R 1 ) autour dun axe lie a (R) 
c- Angles d' Euler. 

3- Transformation du vecteur vitesse. 

a- Derivation d'un vecteur par rapport au temps relativement aux 
referentiels (R) et (R 1 ) 
b- Loi de compostion du vecteur vitesse 

c- Cas particuliers simples du mouvement de (R 1 ) par rapport a (R). 
d- Application de la loi de composition des vitesses 

4- Transformation du vecteur acceleration. 

a- Loi de composition 

b- Cas particuliers simples du mouvement de (R 1 ) par rapport a (R). 
c- Exemple de mouvement compose : mouvement cycloidal. 

5- Transformation de Galilee. 



P ARTIE B 


X - Principes de la dynamique (Lois de Newton) 

1- Principe d'inertie 

2- Principe fondamental de la dynamique 

3 - Principe de l'action et de la reaction : 

XI - Formulation du principe fondamental de la dynamique dans un referentiel 

non galileen. 

1- Position du probleme : 

2 - Forces d'inertie 

3- Forces d'inertie dans les cas de mouvements particuliers : 

a- Mouvement de translation de (R 1 ) par rapport a (Rq) . 
b- Mouvement de rotation de (R 1 ) par rapport a (Rq ) autour d'un 
axe (A) passant par O'. 

4- Equilibre d'un point materiel dans un referentiel non galileen. 

XII - Application des referentiels non galileens a la dynamique terrestre 

1- Notion de poids d'un corps . Pesanteur. 

a- Definition : 
b - Causes de la pesanteur : 

2- Principe fondamental de la dynamique dans le referentiel terrestre (R). 

3- Champ de la pesanteur terrestre - Verticale d'un lieu. 

4 - Variation du champ de la pesanteur avec la latitude. 

5 - Etat d'apesanteur dans un satellite artificiel. 

6 - Deviation vers l'Est des trajectoires de chute libre. 

a- Description du probleme. 
b- Equations du mouvement : 

7 - Pendule de Foucault 


a- prmcipe 

b - Equations du mouvement 



P ARTIE C 


XIV - Travail et Puissance d'une force 

1- Travail elementaire. 

2- Travail le long d'une trajectoire curviligne. 

3 - Puissance d'une force : 

4 - Unites de travail et de puissance 

5- Puissance dans le cas des forces particulieres. 
a- Puissance du poids d'un point materiel 
b- Puissance d'une force centrale. 

XV - Theoreme de la puissance -Theoreme de l'energie cinetique 

1- Definition de l'energie cinetique : 

2- Theoreme de la puissance 

3- Theoreme de l'energie cinetique 

XVI - Champ conservatif - Energie potentielle 

1- Champ de forces conservatif. 

2- Energie potentielle 

3- Expression de l'energie potentielle dans des cas particuliers : 

a- Cas d'un champ Newtonien : 
b- Energie potentielle de la pesanteur : 

c- Relation entre l'energie potentielle de la pesanteur et l'energie 
potentielle du champ Newtonien 
d- Energie potentielle de la force de rappel d'un ressort 
e- Cas ou l'energie potentielle depend du temps : 
f- Energie potentielle d 'interaction de deux atomes d'une molecule 
(liaison ionique) 

XVII - Energie Mecanique - Theoreme de conservation 

1- Definition 

2- Theoreme de conservation de l'energie mecanique : 

3- Cas des forces appliquees pas toutes conservatives 



XVIII - Equilibre et stability d'un point materiel dans un champ conservatif 


1- Position du Probleme 

2- Condition d'equilibre sur l'energie potentielle : 

3- Exemple : Application au cas d'un systeme de particules 

XIX - Etude qualitative d'un systeme conservatif particulier - Etat lie - Etat de 

diffusion. 

1- Equation du mouvement : 

2- Etude du mouvement dans un cas particulier de l'energie potentielle : 

3- Etat lie et etat de diffusion : 

a- Etat lie 

b- Etat de diffusion 

XX - Etude dynamique du mouvement d'un point materiel soumis a une force 

centrale 

1- Definition 

2- Proprietes deduites du mouvement a force centrale : 

a- Caractere plan de la trajectoire 
c- Nature conservative de la force centrale 

3- Equation du mouvement - trajectoire 



Partie D 


Oscillateurs Harmoniques 

XXI - Etude du mouvement d'un point materiel au voisinage de I'equilibre 

stable 

1 - Rappel 

a- Position d'equilibre 
b- Stabilite de I'equilibre 

2 - Voisinage de I'equilibre 

3 - Equation du mouvement au voisinage de I'equilibre 

XXII - Oscillateur harmonique non amorti 

1- Definition 

2- Exemples 

a- Pendule elastique horizontal 
b- Pendule simple 
c- Pendule cycloidal 

3 - Apect energetique de l'oscillateur harmonique 

a- moyenne de l'energie cinetique 
b- moyenne de l'energie potentielle 
c- moyenne de l'energie mecanique 

4 - Oscillateur harmonique bidimensionnel 

XXIII - Oscillateurs harmoniques amortis 

1-oscillateur amorti par frottement visqueux 
a- oscillateur faiblement amorti 
b- cas critique 

c- oscillateur fortement amorti 

d- perte d'energie d'un oscillateur faiblement amorti 
2 - oscillateur amorti par frottement solide. 

XXIV - Oscillations forcees 


1 - position du probleme 



2 - Equations et nature du mouvement 

3 - Resonance d'amplitude 

4 - Aspect energetique 

a- energie mecanique 

b- puissance fournie par l'excitateur a l'oscillateur 
c- acuite de resonance 

XXV - Analogie Electrique - Mecanique 

1 - Position du probleme 

2 - Etude de la decharge d'un condensateur 



Partie E 


Etude des systemes de points materiels - Theoremes generaux 


XXVI - Theoremes generaux pour un systeme de points materiels 

1- Quantite de mouvement d'un systeme - Theoreme associe 
a- Definition 

b- Theoreme de la quantite de mouvement 
2 - Moment cinetique d'un systeme - Theoreme associe 
a- Definition 

b- Theoreme du moment cinetique 

XXVII - Notion du centre de masse d'un systeme - Theoreme associe 

1 - Definition 

2 - Vitesse du centre de masse 

3 - Moment cinetique d'un systeme de points materiel en introduisant le 

centre de masse 

4 - Theoreme du mouvement du centre de masse 

XXVIII - Referentiel du centre de masse - Theoreme de Kcenig 

1- Definition 

2- Premier theoreme de Koenig (relatif au moment cinetique) 

3- Deuxieme theoreme de Koenig (relatif a l'energie cinetique) 

4- Propriety de l'energie cinetique dans (R c ) dans le cas d'un systeme a 
deux particules. 

XXIX - Notion d'energie interne d'un systeme de particules 

1- Energie potentielle d 'interaction 

2- Energie interne d'un systeme de particules 

3- Cas d'un systeme isole - conservation de l'energie interne. 



Partie F 


Etude des collisions entre particules 

XXX - Notion de collision - Collisions elastique et inelastique 

1- Definition 

2- Collision elastique 

3- Collision inelastique 

XXXI - Description de la collision elastique dans le referentiel du centre de masse 

( R c) associe a un referentiel (R) 

1- Energie cinetique et quantite de mouvement de deux particules 
exprimees dans (R c ). 

a- Energie cinetique 
b- Quantite de mouvement 
2 - Etude de la collision elastique dans (R c ) 

a- Expression des vitesses des particules apres la collision 
b- Proprietes de la collision elastique 
Propriety 1 
Propriety 2 

XXXII - Cas particuliers de collisions elastique et inelastique 

1 - Collision elastique directe (ou frontale) 

2 - Collision parfaitement inelastique 

3 - Coefficient de restitution. 



P ARTIE G 


RELATIVITE RESTREINTE 

XXXIII - Cinematique relativiste 

1. Introduction. 

2. Transformation de Lorentz. 

3. L 'experience de Michelson-Morely. 

XXXIV - Dynamique relativiste 

1. Equivalence entre masse et energie. 

2. Transformation des vitesses. 

3. Energie relativiste. 

4. Transformation de l'energie et de la quantite de mouvement. 

5. Quadri-vecteur quantite de mouvement. 



Partie H 


Interaction de deux points materiels 
Etude de la diffusion des particules 


XXXIII - Etude de l'interaction de deux points materiels 

1- Mouvement du centre de Masse 

2- Homothetie des trajectoires 

3- Caracteristiques du mouvement dans le referentiel du centre de masse 

a- Position relative des points 
b- Conservation du mouvement cinetique 
c- Energies cinetique et mecanique. 

XXXIV - Determination de la deviation entre deux particules en interaction 

1- Position du probleme 

2- Diffusion d'une particule par un centre de force 

3- Cas particulier : diffusion d'une particule a par un noyau 

XXXV - Notion de section efficace 

1- Position du probleme 

2- Section efficace elementaire 

3- Section efficace differentielle 

4- Section efficace de diffusion de RUTHERFORD. 



